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AVANT-PROPOS

Ce volume rassemble les domaines de la maitrise en quatre cent
cinquante-cing articles, répartis en quatre-vingt-six chapitres. Il sadresse
a Uérudiant qui a traversé les seize parties de licence et qui entre dans la
phase dapprofondissement : celle oi les structures acquises précédemment
atteignent la puissance nécessaire pour exprimer des motifs profonds.

La thése de la collection Cours articulé de mathématiques esz que les ma-
thématiques sont la grammaire génératrice par laquelle la réalité se com-
pose elle-méme. Si la licence enseignait cette grammaire (groupes, espaces
vectoriels, distances, mesure), la maitrise est le moment ot la syntaxe de-
vient assez riche pour formuler des phrases complexes. Le théoréme de Baire
montre quun espace complet posséde une solidité que nulle accumulation
dénombrable ne peut entamer : la complétude est un levier qui transforme
les arguments ponctuels en résultats uniformes. La topologie générale retient
d’un espace métrique ce qui persiste une fois la distance oubliée, comme un
sculpteur ne retient d’un bloc que la forme. La théorie de Galois révéle les
symétries cachées des équations algébriques. Les distributions donnent un
sens aux dérivées de fonctions qui n’en possédent pas au sens classique. A ce
nivean, les sept thémes récurrents de la collection (dualité, symétrie, local-
global, approximation, linéarisation, quotient, fonctorialité) ne sont plus des
intuitions : ils sont des outils de démonstration.

L architecture reste celle de toute la collection : Larticle est l'unité fonda-
mentale. Chaque article isole une idée et la développe en deux cent cinquante
a buit cents mots. Le méme geste du quotient qui crée ZL/n en arithmé-
tique crée la topologie quotient en géométrie et lespace I’ en analyse. Le
méme principe dapproximation qui gouverne les suites de Canchy gouverne
les fonctions étagées en théorie de la mesure. Reconnaitre ces échos d’un do-
maine a lautre, cest passer de la connaissance des picces a la vision de
Uédifuce.

Lire est le premier geste. Mais comprendre les mathématiques exige de
les pratiquer, et ce volume accompagne chaque chapitre dun programme
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dexercices congu pour que le lecteur ne soit jamais abandonné. Apres chaque
article, de courtes gammes font pratiquer immédiatement lidée qui vient

étre exposée. En fin de chapitre, des études-méthodes enseignent les tech-
niques fondamentales — calcul de spectre, formulation faible, méthode de
Galerkin, théoréme de Lax-Milgram, lemme de Céa, probléme de Riemann,
conditions d’entropie, calcul de courbure, équation de Jacobi -, chacune in-
troduite par une legon, puis mise en aeuvre pas a pas. Un récapitulatif
rassemble ces méthodes en une page. Enfin, des expéditions guidées menent
le lecteur, par érapes, vers des résultats et des questions de recherche : les
équations d’Einstein, la conjecture de Riemann, le théoréme de Furstenberg-
Szemerédi, la géométrie non commutative de Connes, le probleme du Mil-
lénaire de Navier-Stokes, le théoréme de la sphére pincée, la géomérrie de
Calabi-Yan. Les comptes rendus distinguent les étapes résolues, les résultats
admis et les questions onvertes. Les corrigés sont imprimés a ['envers au pied
de chaque exercice : le lectenr peut tenter lexercice sans voir la réponse, puis
la consulter en retournant le livre.

Chagque chapitre se termine par un encart Lectures complémentaires
pointant la littérature originelle et les manuels de référence : Banach, Bre-
215, Rudin pour lanalyse fonctionnelle, Lang et Bourbaki pour lalgébre,
Hatcher et Lee pour la topologie et les variétés, Hartshorne et Shafarevich
pour la géométrie algébrique. Une demi-page dannotations bréves : ce ne
sont pas des bibliographies exhaustives mais des panneaunx indicateurs vers
la suite naturelle de chaque sujet.

Les dix objets compagnons de la collection continuent leur parcours. Le
cerdle S' est désormais une variété différentielle et un groupe de Lie; 7 est
un annean euclidien dont les idéaux contenant nll indexent les sous-groupes
de Z/nZ; Q(\/2) est un corps de nombres dont le groupe de Galois est
7./27; le tore T2 oot le quotient R2 / Zz, terrain naturel de lanalyse de
Fourier. Ces objets, apergus dans les Eléments, formalisés en licence, sont ici
des laboratoires on chague théorie nouvelle se teste.

Le volume est organisé en vingt-cing parties. Lanalyse fonctionnelle, la
mesure, les probabilités et la statistique préparent les équations différen-
tielles, les systemes dynamiques et lanalyse de Fourier. L analyse complexe,
Lalgebre et les géométries conduisent aux méthodes numériques, puis anx
chapitres de travail et d’exercices. Les trois derniéres parties ouvrent vers les
structures algébriques avancées, la géométrie et la topologie, puis l'analyse,
les probabilités et Larithmétique avancées. Il suppose acquis le contenn de la



AVANT-PROPOS vii

licence tel que couvert par le volume précédent. Il prépare le lectenr anx denx
volumes de recherche : Correspondances, du corps de classes au programme
de Langlands, et Physique mathématique, des symétries aux cordes.
gl ysiq q oY

Les notations sont les notations standard de lanalyse et de algebre fran-
gaises. Elles sont cobérentes avec celles des ouvrages précédents et définies lors
de leur premiére occurrence lorsqu'elles sont spécifiques & un domaine.

Létudiant qui aborde ce volume ne cherche plus a apprendre les ma-
thématiques : il cherche a les comprendre. La différence est considérable.
Comprendre, cest voir pourquoi un théoréme est vrai, pas seulement qu’il

4 4

Uest; cest sentir la nécessité d’une définition, pas seulement la mémoriser;
cest percevoir, derriere la diversité des domaines, lunité d’une grammaire.
Ce volume est congu pour accompagner ce passage.
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AU LECTEUR

Ce cours articule en cing volumes la grammaire par laquelle la réalité se
compose elle-méme : plus de mille trois cents articles de mathématiques, du
premier nombre entier & la correspondance de Langlands et de la brachisto-
chrone a L amplituédre. Lentreprise est vaste. L autenr ne prétend pas quelle
soit sans défauts; il affirme qu'elle est sincére.

Chagque article développe une seule idée, de sa motivation & son interpre-
tation. Les définitions sont encadrées. Les résultats (propositions, théorémes)
sont signalés par leur étiquette en gras; dans les volumes z et 3, les théoremes
majenrs sont en outre encadrés en rouge. Les prenves sont présentes la o
elles édairent, esquissées la on la riguenr compléte aurait obscurci le propos,
et admises lorsque lenr difficulté excéde le cadre de Larticle. Le lecteur saura
distinguer les trois cas.

Dix objets mathématiques traversent la collection comme des fils rouges :
le cercle Sl, les entiers 7, lextension Q(ﬂ), la courbe elliptique y2 =
S %, le groupe GLo, la fonction ¢(s), Vespace L2, lannean K[X], le
groupe symétrique S3, et le tore T2. Du caleul trigonométrique au groupe
dual de Langlands, de Uoscillatenr harmonique & la dualité de Montonen-
Olive, chacun de ces objets réapparait a chaque cycle avec une profondenr
nouvelle. Quand L'un se manifeste, le texte le signale.

Les figures, plus de huit cents an total, ont été dessinées avec le soin
qu'exige un format de poche : chaque trait a une raison d étre, chague label
est dégagé de toute courbe, et la palette se limite & quatre couleurs. Elles ne
remplacent pas la démonstration; elles la précedent. Le lectenr qui regarde
la figure avant de live le théoréme comprendra sonvent I'énoncé avant d’en
avoir lu un mot.

Dans les volumes I a IIL, les chapitres de cours se prolongent par des
exercices gradués (gammes, études-meéthodes, expéditions) dont les solutions
déraillées sont imprimées a lenvers an pied de chague exercice. Le lectenr
qui s’y engage trouvera un pédagogue, jamais un examinateur.
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Le lecteur peut suivre le chemin linéaire ou emprunter les passages trans-
versaux entre volumes. Les volumes I a I1I forment une progression continue
du lycée a la maitrise. Le volume IV s’éléve vers le programme de Lan-
glands; le volume V; vers la physique mathématique. Tous denx supposent
le volume III mais penvent se lire indépendamment Lun de lantre.

Toute erreur signalée est une erveur corrigée.
wdf@clementinium. com



NOTE SUR LES CYCLES

Les cing volumes de la collection accompagnent une progression, des premiers
objets mathématiques anx questions de recherche :

« Eléments (1) : les mathématiques de lenseignement secondaire, de
Larithmétique aux premiéres prenves.

» Licence (II) : les fondements des érudes universitaires de mathématiques.
* Maitrise (III) : les approfondissements et la préparation a la recherche.

* Correspondances (IV) : le cycle de recherche, du corps de classes au
programme de Langlands.

* Physique mathématique (V) : le cycle de recherche, des symétries aux
cordes.

Ces niveaux orientent la lecture sans imposer un calendrier universitaire.
Les parties et les chapitres donnent les étapes du parcours; le rythme dépend
des acquis du lectenr et des questions qu’il soubaite approfondir.

Les volumes I, II et III construisent successivement les pre’rfqm'; qui per-
mettent daborder le suivant. Le lecteur peut entrer directement au nivean
dont il possede les acquis. Les volumes IV et V partagent le socle de la Mai-
trise et penvent étre lus indépendamment l'un de Lautre. Les passerelles en
début de volume précisent le changement de perspective.
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NOTATIONS

entiers naturels

entiers relatifs

nombres rationnels

nombres réels

nombres complexes

appartient a

inclus dans

réunion, intersection, ensemble vide
ensemble des parties de E
différence

réunion disjointe

pour tout, il existe

implique, équivaut &

valenr absolue de x

racine carrée de x

inférieur ou égal, supérienr ou égal
rapport de la circonférence an diamétre
infini

fonctions trigonométriques
logarithme népérien, exponentielle
dérivée de fen x

intégrale de fde a a b

somme, produit

Jactorielle, coefficient binomial
unité imaginaire, 2 =_1
conjugué, module, argument
partie réelle, partie imaginaire
tend vers

applimtzbn qui a x associe f(x)
vectenr u

composée de fet g

norme de x
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NoTATIONS

(x,7) produit scalaire de x et y

dim dimension d’un espace vectoriel V-

ker £, im f noyau, image d’une application linéaire
det 4 dérerminant d’une matrice 4

AT transposée de A

GL,, SL,, O, groupes linéaire, spécial linéaire, orthogonal
a=b (mod ) congruence modulo n

>~ isomorphe 4, équivalent a

D, ® somme directe, produit tensoriel

lim limite

sup, inf borne supérienre, borne inférienre

lim sup, lim inf

O(), o), ~
d 0

limite supérienre, limite inférienre
notations de Landaun, équivalence asymptotique

dérivation ordinaire, dérivation partielle

dx’ Ox

Vf gradient de f

A adhérence de A

Vg espace de Lebesgue d'exposant p

Ck, Cc> dérivées continues jusqua Lordre k, fonctions lisses
A mesure, mesure de Lebesgue

P(4) probabilité de I'événement A

E[X], Var(X)

espérance, variance d'une variable aléatoire

1y fonction indicatrice de A

N(m, 0'2) loi normale de moyenne m, de variance o2
L(E, F) applications linéaires continues de E dans F
E*, E** dual topologique, bidual de E

o(7), p(T) spectre, ensemble résolvant d’un opératenr T
WP (Q), H(Q)  espaces de Sobolev

D' (Q) distributions sur

S(R*), S’(R") espace de Schwartz, distributions tempérées
Spec 4 spectre d’un anneau A

Hom, Ext, Tor
AN

Sfoncteurs d algeébre homologique

produit extérienr

H* cohomologie de degré n

T groupe fondamental

Gal(L/K) groupe de Galois de Uextension L/K
[L:K] degré de lextension LK

Les conventions de produit hermitien sont indiguées localement : linéaire a gauche
an chapitre 4, antilinéaire & gauche aux chapitres 45 et 47. Pour comparer les formules,
on échange les arguments : (x,y) = (y, x).
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DE LA LICENCE A LA MAITRISE

En licence, le chemin était balisé : définition, théoréme, prenve, exercice.
En maitrise, il faut sonvent trouver le chemin soi-méme. C'est le changement
le plus important, et il ne concerne pas les théorémes : il concerne le regard.

Les premiers outils sont en place : espaces vectoriels, groupes, polyndmes,
calcul différentiel et intégral, séries et premiéres notions topologiques. La
maitrise les prolonge dans des territoires on la dimension finie ne suffit plus,
ot la topologie devient un choix, oix les symétries se cachent dans des structures
algébriques de plus en plus raffinées. Lintégrale de Lebesgue, les séries de
Fourier et les fonctions holomorphes seront construites dans ce volume : elles
argiront les passages & la limite et les représentations des fonctions.

Lanalyse fonctionnelle fera travailler les opératenrs sur des espaces de
dimension infinie. Les distributions donneront un sens aux dérivées des
fonctions qui n'en ont pas. La théorie de Galois révélera les symétries invi-
sibles des équations polynomiales. Et les variétés remplaceront les onverts de
R" par des espaces courbes qu'on ne peut observer que localement.

Lire un article, comprendre un séminaire, identifier la bonne question :
ces compétences, plus difficiles a enseigner que les théorémes, sont celles qui

font le mathématicien. C'est & leur acquisition que ce volume est consacré.



Premicre partie

Analyse fonctionnelle

Deux chapitres de topologie onvrent le volume : les espaces métriques,
ot se définissent complétude et compacité, puis les espaces topologiques,
définis par leurs seuls onverts. Lanalyse fonctionnelle étudie ensuite
les espaces vectoriels de dimension infinie munis dune norme et les
applications linéaires continues qui les relient. On construit les es-
paces de Banach et de Hilbert, puis on établit les quatre théoremes
fondamentanx : Habn-Banach, Banach-Steinhaus, application ou-
verte, graphe fermé. Les topologies faibles et la théorie spectrale des
opérateurs bornés complétent l'édifice. La complétude est le levier
constant : elle transforme des estimations ponctuelles en résultats
uniformes.



CHAPITRE 1

ESPACES METRIQUES

Les suites, les limites et la continuité ont ét¢ définies sur R avec la va-
lenr absolue; sur R”, sur les espaces de fonctions, sur les suites, la méme
construction demande seulement une distance, et cest tout ce quun espace
métrique retient. Ce chapitre installe ce cadre et les quatre notions qui en
découlent. Les onverts, fermés et voisinages traduisent la distance en langage
topologique. La complétude, on toute suite de Cauchy converge, permet de
construire des limites sans les connaitre, d'ow le point fixe de Banach et le
théoréme de Baire. La compacité, ot toute suite a une valeur dadbérence,
garantit les extrema. La connexité dit ce quest un espace d’un seul tenant,
et fonde le théoréme des valeurs intermédiaires.

Articles de ce chapitre :

I Distance et espace métrique — Un espace métrique est un ensemble
muni d’une distance, c'est-a-dire d’une fonction d positive, nulle exac-
tement sur la diagonale, symétrique et vérifiant linégalité triangu-
laire.

2. Ouverts, fermés, voisinages— Dans un espace métrique, les notions
d’onvert, de fermé et de voisinage se définissent a partir de la distance.

3. Complétude — Un espace métrique est complet si toute suite de Canchy
y converge; la complétude garantit l'existence des limites.

4. Compacité — La compacité est la propriété topologique qui permet
d'extraire de toute suite une sous-suite convergente; dans R”, elle
équivaut an caractére fermé borné (théoréme de Heine-Borel).

5. Connexité — Un espace est connexe sl ne peut étre scindé en denx
onverts.
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I. DISTANCE ET ESPACE ME’TRIQUE.

Drux fonctions continues sur [0, 1] peuvent étre proches en un
sens et éloignées dans un autre : proches si l'aire entre leurs graphes
est petite, éloignées si leurs valeurs different fortement en certains
points, comme le montre un pic continu trés étroit et tres haut,
daire faible mais décart maximal grand. Derritre cette ambiguité
se cache une question fondamentale : que signifie « étre proche »
dans un ensemble qui n’est pas R” ? La topologie de R” apprise au
volume précédent, bitie sur la distance euclidienne, n’avait rien de
spécifique 2 R”. Dés que l'on isole les propriétés de la distance qui
fondent la théorie (séparation, symétrie, inégalité triangulaire), le
méme édifice se construit sur n’importe quel ensemble. Le cadre
qui en résulte, Iespace métrique, est comme un plan d’architecte :
il dessine la topologie sans fixer les matériaux.

pErInITION L1 : Soit X un ensemble. Une distance sur X est
une application 4: X x X — Ry vérifiant, pour tous x,,z €
X:

L. Séparation : d(x,y) =0 & x = y.
2. Symétrie : d(x,y) = d(y,x).
3. Inégalité triangulaire : d(x,z) < d(x,y) + d(y, ).

DEFINITION 1.2 : Un espace métrique est un couple (X,d) ou
X est un ensemble non vide et 4 une distance sur X.

Ces trois axiomes suffisent 4 engendrer toute une topologie. Avant
de le voir, examinons la diversité des situations qu’ils recouvrent.

xemrre (1) (R?,d2), oit do(x,y) = ||x - y||2, est Lespace encli-
dien. (2) (Cllas ) doo), 0 doo(fig) = supreiugy IAE) - £} e
sure lécart uniforme entre fonctions continues. (3) Le cercle S et le
tore T2 = S* x SY, munis de la distance induite par R”, sont des
espaces métriques compacts que Lon retrouvera comme domaines de
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Lanalyse de Fourier. (1) La distance discréte, définie par d(x,y) = 1
st x # y et d(x,x) = 0, fait de tout ensemble un espace mérigue. (5)
Sur R", les distances d1(x,y) = Y, |xi—yi| et doo (x,7) = max |x;—y;|
sont également des distances.

pEFINITION 13 ¢ SOit (X, d) un espace métrique, x € Xet 7 > 0.
La boule onverte de centre x et de rayon rest B(x,7) = {y € X :
d(x,y) < 3. La boule fermée est B(x,7) = {y € X : d(x,y) <
7}.

Les boules ouvertes jouent le réle des intervalles ouverts de R : elles
servent de briques élémentaires pour bitir la topologie. Un sous-
ensemble U est déclaré ouvert si chacun de ses points est centre
d’une boule ouverte contenue dans U.

PrOPOSITION 1.4 : Les boules ouvertes engendrent une topologie
sur (X,d) : un ensemble U C X est ouvert si et seulement si pour
tout x € U, il existe » > 0 tel que B(x,7) C U.

Ce résultat est admis.

Deux distances sur un méme ensemble peuvent engendrer la méme
topologie (les mémes ouverts, les mémes convergences) tout en
mesurant les écarts différemment.

pEFINITION 15 : Deux distances d et d’ sur X sont topologi-
quement équivalentes si elles définissent la méme topologie
(les mémes ouverts). Une condition suffisante, dite équiva-
lence bilipschitzienne et strictement plus forte, est l'existence
de constantes o, 8 > O telles que avd < d < pd.
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dy da doo

Boules onvertes dans R2 pour dy, da, deo

rREMARQUE 1.6 : Sur R”, toutes les distances issues des normes || - ||,
(1 < p < o0) sont équivalentes : les boules changent de forme
(carré, disque, carré tourné) mais les ouverts restent les mémes.
Ce phénomene est propre 4 la dimension finie. Dans C([,4]), la
distance doo et la distance d1(f,g) = fﬂb |A(£) - g(2)| dt (pour a < &)
ne sont pas équivalentes : la convergence uniforme est strictement
plus forte que la convergence en moyenne. La géométrie de l'espace
dépend alors véritablement du choix de la distance.

Ainsi, la notion d'espace métrique isole le minimum structurel né-
cessaire pour parler de proximité, de convergence et de continuité.
Ce cadre unifie des situations en apparence hétérogénes (points
de R”, fonctions continues, suites bornées) et ouvre la voie aux
constructions topologiques qui structureront tout le présent vo-
lume.

Le premier exercice vérifie qu'une fonction est une distance. Le second com-
pare les boules pour différentes distances sur R2,
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* Vérifier que d (x, y) = |x3 = y3| est une distance sur R, et étudier son

équivalence avec la distance usuelle |x - y|.

munuos swojun [ 35 5pmy|duwos vy anod adwod
vonaunsIp ¥ “(9[eqofs gf o souEsuod) sauaeamby-zayasdr] 219 sues (seANO sotp) suR[EAIb uswNbidojodos
13 auaanad souwISIp XNa(] Uol] uswiayrgopS soruaprarnby-ziqpsdry svd sy swaano saugpy “(nuRUOd ssiaur JRoliq
‘nunu03) 3 s 3 op SwsYdIOWOIWOY UN 1 X 4 X 183 MQ) jwuswarnby yunumbisopdo], o0 <— oper ‘spuesd
Cocmod £ 4— |€ - 2| /p ones ‘g op sud € ¥ anod : zayosdy] aouspeamby sunony warus 3 4ng | - x| snb auad snyd
dnoonuaq g wad (€)p °Q 2p FBeusion me (wamod suoq -0 = | (Gt x| 0 = € = wug guwmugusa sy
0 < |zm‘+,ﬁ+ zx| mnow i pg B \Zf+£x+ Zx\ [ =] wovduor un ang | ZA.'+:{><+ Zx\ Je-x = (£x)p
2u0p (e ) (%) = = o prmiopy (x| 229w oouaprasnly sz 2un 12 p oot YO amposqe wmafen e

mod axepuen pupfputaed | - o (o= o] S (7= g0 + (gl )| = | G- gl mpdurna suipu (sm)

N0 g¥= gl = | g€ | arpuads (1) 0 “anoal ouop g ms saumsion oM 193 o 1 xanbsynd) € =
s o= oo 0 2 | gh — oA = (Cx)p waomrdss o pragmsng () soorss op wonwnfiy + wonnio

* Dessiner la boule unité B(0,1) dans R? pour les distances dy (||x]|1 =

|¥1| + |x2|), do (euclidienne) et doo (||%]|co = max |x;|).

(%0 avd < g7 s92vda) opuygur wip w gzurdp 2udLEAmbY M)
“a1Bojodos Swau v 3ISSIULPP $OI[2 DUy WP D spews {(311v) 9Fueso] puox anbsIp) SAUKIYIP S U0 IP 1O $ULISIP
sowanyip mod samoq s wuolry ol wiap s souspamby uos snuiou sy somoy, -G ||x||uN S T|x|| S C|]|
O|xllur S T|x|| S OO||x|| ¢ a1 moq wuaambyp suwisuo) wf wosuowsp vy v audoad suguoupgq

1fojodos surgu

o SR ¢ soruapramnbp 1os (3] pespud snid 19) 3y ms dp saouvssip so sanoy wuanbpsuor)

'(%x + %r P %x + |BxTalg + éx = (1% 4 [Tx) 9p omoxpp ep> spued ne aadp) |Tx] | Taf
S Gt éx/\ Tl S @llx|| umwos S a0 | op wnowg) Sx LA S (124 | T yew -2 x|
S 00| |x|| s sp wonmasuonq (g mod) T|x|| S x| S 00 [x]| : sowou mud supepur s sed
anpen as mb (T 0) ©0g D (1°0)%g D (1°0) Lg sursnpuy (T TF) swwwos g 2109 9p 1woan0 pures
sowior {1 > (|8 | T)xew : (8x<Tx)y = (1°0) O (dns) Opnodapog (1T “0) » (0 T F) swwwwos
ap (,aF 9p puanon puea) afurso] : auioy (T > |Tx] 4 | Taf : (Tx<Tx)} = (T 0) Lg (uonrquopy) Lp.anod aprog
*T uofex ap 11aano0 anbsip : auciog {1 > %x+ éx 1 (Cx<Tx)} = (1 ‘0) g (2uuanpspma) Tp.nod aprog  vonnjog

2. OUVERTS, FERMéS, VOISINAGES.

Un espace métrique posséde sa distance, mais on ne travaille

presque jamais directement avec elle. Ce qui importe, cest la géo-

graphie qu'elle dessine : quels ensembles laissent & chacun de leurs

points une marge de manoeuvre, lesquels retiennent leurs limites,

lesquels enveloppent un point sans étre eux-mémes ouverts. Les

notions d'ouvert, de fermé et de voisinage (famili¢res dans R”) se

transposent mot pour mot aux €spaces métriques, mais leur pOI‘téC

sélargit considérablement : elles structurent aussi bien les espaces

de fonctions que les espaces discrets.
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DEFINITION 21 : Soit (X,d) un espace métrique. Un sous-
ensemble U C X est ouvert si pour tout x € U, il existe
7> 0 tel que B(x,7) C U.

La figure suivante illustre ces trois situations : un point intérieur,
autour duquel une boule enticre tient dans 'ensemble; un point
frontiere, sur le bord; et un point extérieur.

Z

extérienr

frontiére

intérieur

Point intérieur (la boule B (x, r) est contenue dans U), point fronticre et point extérieur.

Les ouverts vérifient les propriétés fondamentales d’une topologie :
@ et X sont ouverts; toute réunion d’ouverts est ouverte; toute in-
tersection finie d’ouverts est ouverte. La restriction a 'intersection
finie n’est pas un artifice : dans R, ﬂn21 ]—%, % [ = {0}, qui n'est
pas ouvert. L’infini, méme dénombrable, peut refermer ce que le
fini laissait ouvert.

pEFmvITIoN 2.2 ¢ Un sous-ensemble F C X est fermé si son
complémentaire X \ F est ouvert.

La définition par complémentaire est élégante mais peu maniable.
En pratique, on préfere la caractérisation séquentielle : F est fermé
si et seulement si toute suite déléments de F qui converge dans X
a sa limite dans F. Un fermé est un ensemble qui ne laisse pas ses
limites lui échapper.
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pErmvrion 23 : Un ensemble 7 est un voisinage d’un point
x §’il existe un ouvert U tel que x € U C V.

DEFINITION 2.4 : Soit A C X. Lintérienr A4 est le plus grand
ouvert contenu dans A. L'adbérence A est le plus petit fermé
contenant 4. La frontiere est 04 = ANA.

rroPOSITION 2.5 : Un point x appartient 3 4 si et seulement s’il
existe une suite (x,) d¥éléments de 4 telle que x, — .

Cette caractérisation séquentielle de 'adhérence est 'un des outils
les plus utilisés dans les espaces métriques. Elle transforme une
question ensembliste, x est-il dans le plus petit fermé contenant
A?, en un procédé constructif : trouver une suite d'éléments de 4
qui sapproche de x.

exeampre : Dans (R, | - |), Uintérieur de Q est vide (Q = @), car
tout intervalle onvert contient des irrationnels. Ladbérence de Q
est R tout entier, par densité des rationnels. La frontiére est donc
0Q = R : les rationnels sont partout et nulle part a la fois. Dans
(€([0,1]),doo), la boule ouverte de centre O et de rayon 1 est 'en-
semble des fonctions continues f vérifiant supyg 1) |f] < 1.

pEriNITIoN 2.6 : Une partie A est dense dans X si 4 = X, Cest-
a-dire si tout point de X est limite d’une suite déléments de
A.

REMARQUE 2.7 : La caractérisation séquentielle des fermés et de
Padhérence est propre aux espaces métriques (et, plus générale-
ment, aux espaces i base dénombrable de voisinages). Dans un
espace topologique général, les suites ne suffisent plus et 'on doit
recourir aux filtres ou aux filets. Clest I'un des privileges des es-
paces métriques : les suites y sont un langage complet pour décrire
la topologie.
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On retiendra que la topologie d’un espace métrique (ouverts, fer-
més, intérieur, adhérence, frontitre) se construit entié¢rement 2 par-
tir des boules ouvertes, et que la caractérisation séquentielle rend
ces notions accessibles au calcul concret. Cette architecture, héritée
de R” mais valable bien au-dela, fournit le vocabulaire dans lequel
sexprimeront complétude, compacité et continuité.

Le premier exercice utilise la caractérisation séquentielle des fermés. Le se-
cond calcule adhérence et intérienr d’un ensemble.

* Démontrer que F = {(x,y) € R?: 4%+ y2 < 1} est fermé en utilisant
la caractérisation séquentielle.
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o Calculer adbérence, intérieur et frontiére de A = QN [0, 1] dans R.
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3. COMPLETUDE.

Certains espaces ont des trous. Dans Q, la suite des approxima-
tions décimales de /2 est de Cauchy, ses termes se rapprochent
indéfiniment les uns des autres, mais sa limite nappartient pas a
Q. La suite « devrait converger » mais I'espace n’est pas assez riche



ESPACES METRIQUES 11

pour accueillir sa limite. La complétude est précisément I'absence
de tels trous : un espace complet contient toutes les limites que
ses suites de Cauchy promettent. Cette propriété, qui sous-tend
toute l’analyse réelle depuis la construction de R, se transpose aux
espaces métriques avec des conséquences spectaculaires.

pErInrrIon 3.1 - Une suite (x,) dans un espace métrique (X, d)
est une suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe N € N
tel que m,n > N implique d(xm, ) < €.

Toute suite convergente est de Cauchy. Les termes qui sap-
prochent d’une limite sapprochent a fortiori les uns des autres.
La réciproque est la question décisive.

pEFINITION 3.2 ¢ Un espace métrique (X, d) est complet si toute
suite de Cauchy dans X converge dans X.

En d’autres termes, un espace est complet si les suites qui « de-
vraient converger » convergent effectivement : le critere de Cau-
chy, vérifiable sans connaitre la limite, suffit 4 garantir I'existence
de celle-ci.

exemrre . (R”,da) est complet. Lespace (C([a, b)), doo) est complet :
cest le théoréme de la limite uniforme, qui affirme que la limite
uniforme d’une suite de fonctions continues est continue. En revanche,

(Q,| - |) nest pas complet.

prOPOSITION 3.3 - Un sous-espace d’un espace métrique complet est
complet si et seulement s’il est fermé.

Ce résultat éclaire le lien entre fermeture topologique et complé-
tude : étre fermé dans un espace complet, cest hériter de sa com-
plétude. Pour vérifier qu’un sous-ensemble est complet, il suffit de
montrer qu’il est fermé dans un espace complet ambiant.
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raforimr 3.4 : (Point fixe de Banach.) Soit (X, d) un espace
métrique complet et f: X — X une application contractante,
cest-a-dire vérifiant d(f(x),Ay)) < kd(x,y) pour tout x,y €
X, avec 0 < k < 1. Alors fadmet un unique point fixe X € X,
obtenu comme limite de toute suite itérée x,4+1 = Axn).

rrevve : Soit xg € X quelconque et x,11 = Ax,). On vérifie
que d(x41,%,) < k"d(x1,x0), doli, par I'inégalité triangulaire,
(%) est de Cauchy. Par complétude, elle converge vers un x. La
continuité de f (conséquence de la contraction) donne Ax) = &.
L'unicité résulte de la séparation : si f{x) = x et f{y) = ¥, alors
d(x,5) < kd(x,y), ce qui impose d(x,7) = 0.

y=x
A ,

y=flx)

X0
Convergence de la suite itérée vers le point fixe

Le théoreme du point fixe est un levier remarquable : il transforme
un probléme d’existence (trouver une solution) en un probléme de
vérification, montrer qu’un opérateur est contractant. La complé-
tude fournit la convergence, la contraction fournit I'unicité.

exemprE : Le théoreme de Cauchy-Lipschitz, qui garantit lexistence
et lunicité locale des solutions d’équations différentielles ordinaires,
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se démontre par application du point fixe de Banach dans un espace
de fonctions continues muni de la norme uniforme, on d’une norme
équivalente a poids.

DEFINITION 3.5 : Le complété d’un espace métrique (X, d) est
un espace métrique complet (X, d) dans lequel X se plonge
isométriquement et dont I'image est dense. Le complété existe
et est unique a isométrie pres.

REMARQUE 3.6 : La construction du complété généralise celle de R
a partir de Q par classes déquivalence de suites de Cauchy. Les
espaces L7, pour 1 < p < oo, du chapitre 17 naissent de la méme
maniere : ce sont les complétés d'espaces de fonctions étagées in-
tégrables pour les normes I?. Combler les trous d’un espace, c’est
en révéler la structure profonde.

La complétude est, en définitive, la garantie que les suites de Cau-
chy convergent : c’est la contraction qui rend cauchyennes les ité-
rées de Picard, et la complétude qui leur fournit alors une limite.
Du point fixe de Banach aux espaces 7, chaque fois qu’une suite
de Cauchy se présentera dans la suite du cours, c’est la complétude
de lespace ambiant qui permettra de conclure.

Le premier exercice exhibe une suite de Cauchy non convergente dans Q. Le

second applique le point fixe de Banach.
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* Construire une suite de Cauchy de Q qui ne converge pas dans Q.
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* Soit f: [0,1] — [0, 1] définie par flx) = x/2 + 1/4. Vérifier que f
est contractante, calculer son point fixe par itération, et estimer la vitesse de

convergence.
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4. COMPACITE.

Pourguor les fonctions continues sur un segment atteignent-elles
toujours leurs bornes, alors que ce n'est pas le cas sur un intervalle
ouvert? La réponse tient en un mot : compacité. Dans R”, le théo-
réme de Heine-Borel identifie les compacts aux fermés bornés, mais
cette caractérisation commode est un accident de la dimension fi-
nie. Dés que l'on passe aux espaces de fonctions, « fermé et borné
» ne suffit plus, et la compacité exige une définition intrinséque.
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pErInrTIoN 4.1 : Un espace métrique (X, d) est séguentielle-
ment compact si de toute suite d¥éléments de X on peut ex-
traire une sous-suite convergente dans X.

DEFINITION 4.2 : Un espace métrique (X,d) est compact (au
sens des recouvrements) si de tout recouvrement de X par
des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Ces deux définitions semblent parler de choses différentes (I'une de
suites, l'autre de recouvrements) mais dans les espaces métriques,
elles disent exactement la méme chose.

THEOREME 4.3 : Dans un espace métrique, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

. (X,d) est compact (recouvrements).
2. (X,d) est séquentiellement compact.

3. (X,d) est complet et totalement borné.

Ce résultat est admis.

Un espace est totalement borné si, pour tout € > 0, il peut étre
recouvert par un nombre fini de boules de rayon €. La troisitme
caractérisation décompose la compacité en deux ingrédients : la
complétude empéche les limites de fuir, et la bornitude totale em-
péche les suites de séparpiller.
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Un compact couvert par trois ouverts : l'état final d’une extraction finie

La figure montre Iétat final : trois ouverts suffisent a couvrir le
compact. La compacité affirme que, de tout recouvrement ouvert
(potentiellement infini), on peut toujours extraire une telle sous-
famille finie : clest précisément le contenu de la définition par
recouvrements.

exemprre - Le segment [0, 1] est compact dans R. Tout espace mé-
trique fini est compact. En revanche, la boule unité¢ fermée de
(C([0,1]),doo) n'est pas compacte : la suite f,(x) = %" nadmet
aucune sous-suite uniformément convergente (la limite ponctuelle
n'est pas continue).

PROPOSITION 4.4 :

1. Tout compact est fermé et borné.

2. Tout fermé d’un compact est compact.

3. L’image continue d’'un compact est compacte.

Ce résultat est admis.

La propriété (iii) est un principe de transfert : la compacité, comme
un bien transportable, passe de la source au but par 'image conti-

nue. Conséquence immédiate : toute fonction continue 2 valeurs
réelles sur un compact est bornée et atteint ses bornes.
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prorosirion 4.5 : (Théoréme de Heine.) Toute application conti-
nue d’un espace métrique compact dans un espace métrique est
uniformément continue : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
d(x,9) < 0 implique d(f(x),(y)) < €, le méme § servant en tout
point.

Ce résultat est admis. L'idée du passage du local 4 I'uniforme exige
des demi-rayons : on choisit 7. > 0 pour que d(Ax),Ay)) < /2
des que d(x,y) < 7y, puis on extrait un recouvrement fini par les
B(x, 7¢/2). Le minimum des demi-rayons retenus garantit que deux
points assez proches appartiennent 3 une méme boule B(x, )3
I'inégalité triangulaire donne alors un écart d’images inférieur 2 .

raforimr 4.6 : (Heine-Borel.) Dans R”, un sous-ensemble
est compact si et seulement s’il est fermé et borné. La forme
séquentielle correspondante (toute suite bornée de R” admet
une sous-suite convergente) est appelée Bolzano-Weierstrass.

Ce résultat est admis.

Ce résultat repose sur la complétude de R” et sur le fait quen
dimension finie, borné implique totalement borné.

REMARQUE 4.7 : En dimension infinie, fermé et borné n’implique
pas compact. La boule unité fermée d’un espace de Banach de
dimension infinie (chapitre 3) n’est jamais compacte pour la topo-
logie de la norme : cest le signe que la dimension infinie offre assez
despace pour que des suites séchappent dans des directions tou-
jours nouvelles, uniformément séparées des précédentes (lemme
de Riesz), sans jamais se rattraper. Le théoréme d’Ascoli-Arzela,
qui caractérise les parties relativement compactes de C([a, b]) par
équicontinuité et la bornitude uniforme (une partie est compacte
si, de plus, elle est fermée), restaure un critére opérationnel la ot
la simple bornitude échoue.

La compacité transforme P'infini en fini : elle garantit que les suites
possedent des sous-suites convergentes et que les recouvrements se
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réduisent. Cette propriété de finitude sera un levier décisif, chaque
fois qu’un argument exigera de passer du local au global.

Le premier exercice montre qu'un fermé borné de C([0, 1)) n'est pas néces-
sairement compact. Le second utilise l'image continue d’un compact.

¢ Soit E = C([0,1],R) muni de doo. Démontrer que la boule fermée
B(0,1) ={f € E: ||flloc < 1} n'est pas compacte (donc fermé borné 7
compact en dim infinie).
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e Soit K C R” compact non vide et f: K — R continue. Démontrer que
[ est bornée et atteint ses bornes (théoréme des bornes).
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§. CONNEXITE.

Prut-on briser un espace en deux morceaux sans rien déchirer? Si
une fonction continue sur [4, 4] prend une valeur négative en 4 et
une valeur positive en 4, elle doit s'annuler quelque part entre les
deux : cest le théoréme des valeurs intermédiaires. Ce résultat, si
naturel qu’il semble aller de soi, repose sur une propriété profonde
de Pintervalle : il est impossible de le scinder en deux ouverts
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disjoints non vides. La connexité formalise cette impossibilité de
la coupure nette.

pErInrrIon 51 : Un espace métrique (X,d) est connexe si les
seules parties de X a la fois ouvertes et fermées sont @ et X.
De fagon équivalente, il n’existe pas de partition X = UL V'
avec U et V ouverts non vides.

pEFniTIon 5.2 : Un espace métrique (X,d) est connexe par
ares si pour tous x,y € X, il existe un chemin continu
v:[0,1] — X tel que v(0) = x et (1) = ».

PROPOSITION 5.3 : Tout espace connexe par arcs est connexe. La réci-
proque est fausse en général, mais elle est vraie pour les ouverts de
R”. Le contre-exemple classique est la courbe sinus du topologue,
adhérence dans R? du graphe de x + sin(1/x) sur ]0,1] : elle est
connexe, mais aucun chemin ne joint le graphe au segment limite
{0} x [-1,1].

Ce résultat est admis.

La connexité par arcs est la version constructive de la connexité :
elle ne se contente pas d’affirmer que lespace est d’un seul tenant,
elle fournit un chemin reliant deux points quelconques. Pour les
ouverts de R”, les deux notions coincident, ce qui est une commo-
dité précieuse en pratique.

connexe non connexe

2
Espace connexe et espace non connexe dans R
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La figure oppose les deux situations : un disque, d’un seul tenant,
est connexe, tandis que la réunion de deux disques disjoints ne est
pas, puisque chacun deux constitue un ouvert non vide séparant
Iensemble en deux morceaux.

exempre @ R et toute boule onverte de R” sont connexes par arcs.
Lespace Q, muni de la distance usuelle, n’est pas connexe : pour tout
irrationnel o, la partition Q ={g € Q:g<a}U{ge Q:g>a}
sépare Q en deux ouverts non vides. Le « peigne supprimé » (deleted
comb), réunion dans R? des segments {1/n} x [0,1], de la base
[0,1] x {0} et du seul point (0,1), est connexe mais non connexe
par arcs : aucun chemin continu ne relie (0,1) au reste, car sa
premiére coordonnée serait continue, donc d’image connexe, or prés
de (0,1) elle devrait prendre ses valeurs dans l'ensemble rotalement
discontinu {0} U{1/n : n > 1} et rester ainsi constante e’galﬁ a0 an
voisinage de tout instant oi le chemin passe par (0, 1) : lensemble de
ces instants est donc ouvert, et comme il est aussi fermé (continuité)
et non vide, cest tout intervalle : le chemin est constant.

DEFINITION 5.4 : La composante connexe d’un point x € X est
le plus grand sous-ensemble connexe de X contenant x. Les
composantes connexes forment une partition de X en fermés.

ratorime 55 : (Valeurs intermédiaires généralisé.) Si
f: X — R est continue et X est connexe, alors AX) est un
intervalle de R.

Ce résultat est admis.

Ce théoreme révele que le résultat classique sur [z, 6] n’avait rien de
spécifique aux intervalles réels : cest la connexité de la source qui
force I'image 4 ne sauter aucune valeur. L’image continue d’un
connexe est connexe, et les connexes de R sont exactement les

intervalles.
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REMARQUE 5.6 : La connexité est un invariant topologique, préservé
par homéomorphisme. Elle offre un outil négatif redoutablement
efficace : pour montrer que deux espaces ne sont pas homéo-
morphes, il suffit de trouver une opération qui brise la connexité
de 'un mais pas de lautre. Ainsi, R privé d’un point se scinde
en deux morceaux, alors que R? privé d’un point reste connexe,
preuve que R et R? vivent dans des mondes topologiques diffé-
rents.

Avec la complétude, la compacité et la connexité, Iespace métrique
dispose désormais de ses trois propriétés globales fondamentales.
Elles forment le socle sur lequel reposent les théoremes d’existence,
d’unicité et de prolongement qui traverseront toute Ianalyse.

Le premier exercice étudie la connexité de quelques sous-ensembles. Le second
applique le théoréme des valenrs intermédiaires généralisé.

o Frudier la connexité des ensembles suivants dans R? (a) le disque onvert
D = {(x,9) : x> +y2 < 1}, (b) la couronne C = {(x,y) : 1 < P +y2 <
43, () R\ {(0,0)}, (d) R\ {(x,0) : x € R} (plan privé de laxe
horizontal).
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* Soit f: [0,1] — R continue avec 0) = -1 et (1) = 2. Démontrer
qu’il existe ¢ € [0,1] avec flc) = 0, en utilisant la connexité.
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METHODES

Ftude 1. x METHODE : distances équivalentes et changements de norme

Sur un méme ensemble X, plusienrs distances penvent coexister. Distances
équivalentes : méme topologie (méme notion douvert, méme fonuergeme)
Critere suffisant : existence de constantes o, 8 > 0 telles que oud < d < Bd
(équivalence forte/Lipschitz). Sur R” : toutes les normes sont équivalentes
(dim finie). Sur espaces de fonctions : sonvent non.

Démontrer que sur R”, les normes || - ||1, || - ||2, || - ||oo sont équivalentes.
Donner les constantes optimales.

(a) Comparaisons fondamentales.

(b) Encadrement des trois normes.

(c) Cas optimal.

(d) Conséquences topologiques.

(e) Résumez la méthode.



CHAPITRE 1 - METHODES

Solution retournée.
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Ftude 2. %% METHODE : caractérisation séquentielle de [ adbérence

23

La caractérisation séquentielle de I'adhérence d'un sous-ensemble A d’un

espace metrique : X € A4 & A(x,) € AN, Xn — % Méthode : pour
démontrer gu'un point est dans [ adbérence, construire une suite explicite;
pour démontrer qu’il n'y est pas, montrer quancune suite ne peut s approcher

(raisonnement par L absurde).

Démontrer que Q* = R, et que {(p,q) € Q2 : p2 +4%2 < 1}
{(x,9) € R? : 42 +y2 < 1} (disque unité fermé).

(a) Densité de Q" dans R”.

(b) Adhérence du disque rationnel.

(c) Inclusion sens trivial.

(d) Sens non trivial.

(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.
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Ftude 3. +*x METHODE : théoréme du point fixe de Banach et application

Le théoreme du point fixe de Banach : dans un espace métrique complet non

vide (X, d), toute application contractante f admer un unique point fixe %,
obtenu comme limite de toute suite x,+1 = fxn). Méthode : (1) vérifier
la complétude de X; (2) vérifier la contraction |f(x) - Ay)| < klx - y| avec

k < 1; (3) itérer pour calculer numériquement le point fixe.

Démontrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour PEDO y = fx,y) avec
f continue et Lipschitz en y sur un rectangle autour de (xq,y0), via le

théoreme du point fixe de Banach.
(a) Reformulation intégrale.

(b) Espace de Banach approprie.
(c) Opérateur contractant.

(d) Application du théoréme.

(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.
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Ftude 4. ** METHODE : compacité¢ dans R” et fermeture

Dans R”, le théoréme de Heine-Borel caractérise les compacts comme les
fermés bornés. Méthode : pour démontrer qu'un sous-ensemble est compact,
vérifier (a) fermé (caractérisation séquentielle on image réciproque continue)
et (b) borné. Hors de R” (dim infinie), insuffisant : critéres supplémentaires
nécessaires (équicontinuité dans C([a, b)), etc.).

Pour n > 1, démontrer que la sphére unité euclidienne S" 1= {xeR”:
lxll = 1} est compacte dans R”. En déduire quunc fonction continue
8 L 5 R atteint ses bornes.

(a) S* “Loest fermée.

(b) S™L est bornée.

(c) Compacité.

(d) Application : extrema.

(e) Résumez la mérhode.
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Solution retournée.
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Etude s. x* METHODE : connexité par arcs et valenr intermédiaire

La connexité par arcs : pour tous x,y € X, il existe un chemin continu
v: [0,1] — X avec v(0) = x,v(1) = ». Implique la connexité (réci-
proque fausse en général). Théoreme des valeurs intermédiaires généralisé :
1+ X = R continue, X connexe = f(X) est un intervalle. Méthode : pour
démontrer un « théoréme des valeurs intermédiaires », vérifier la connexité
du domaine.

Démontrer gu'un convexe de R” est connexe par arcs (donc connexe). En dé-
duire que le « théoréme des valeurs intermédiaires » s'étend a toute fonction
continue f: C — R pour C convexe.

(a) Convexité = connexité par arcs.

(b) Connexité par arcs = connexité.

(c) Théoreme des valeurs intermédiaires généralisé,
(d) Application.

(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.
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Ftude 6. * * * METHODE : deux conséquences du théoréme de Baire

Le théoréme de Baire est démontré a larticle 21 pour tout espace métrigue
complet : une réunion dénombrable de fermés d’intérienr vide est d’intérienr
vide. On le prend pour acquis et l'on en tire denx énoncés que l'on ne sait pas
obtenir autrement : Q n'est pas une intersection dénombrable donverts de
R, er un espace de Banach de dimension infinie na pas de base algébrique
dénombrable. Méthode : (1) écrire lespace complet comme réunion dénom-
brable de fermés; (2) montrer que chacun est d’intérienr vide; (3) conclure
a la contradiction.

Démontrer les deux énoncés.

(a) Q n'est pasun Gg : supposer Q = ,, Un avec Uy, ouverts, et écrire R
comme réunion dénombrable de fermés d’intérienr vide.

(b) Un espace de Banach E n'a pas de base de Hamel dénombrable infinie
(en) : considérer F, = Vect(e1, .. .,¢n).

(¢) En déduire que Uespace des polyndmes n’est complet pour aucune norme,
et resumer.
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Solution retournée.
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RECAPITULATIF DES METHODES

DISTANCE : d: X2 — Ry avec séparation, symétrie, inégalité triangu-

laire.

DISTANCES EQUIVALENTES : M¢émes onverts. En dim finie, routes les

normes sont c’qm'valmtc;.

BOULE OUVERTE / FERMEE : B(x,7) = {y : d(x,9) < 7}, B(x,7) =

{y:d(x,y) <7}
OuVERT : U onvert si Vx € U, 3r > 0,B(x,7) C U

FERME : F fermé si X\ F ouvert. Caract. séq. : suite de F qui converge a
sa limite dans F.

ADHERENCE : 4 = {x € X: J(x,) € AN, — b Plus petit fermé

contenant A.
Surte DE CaucHY : Ve, AN, m,n > N = d(xm,xn) < €.

EsPACE cOMPLET : Toute suite de Cauchy converge. Ex. :

R,R”, C([a,8])4.. -

POINT FIXE DE BANACH : X complet non vide, f contractante de rapport

k < 1 = unique point fixe, atteint par itération.

COMPACT (SEQUENTIEL) : Toute suite a une sous-suite convergente. <=

reconvrements finis.
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BorzaNo-WEIERSTRASS : Dans R”, compact < fermé borné. Faux en

dim infinie.

IMAGE CONTINUE D’UN COMPACT : Compact. Conséquence : extrema
atteints sur un compact non vide.

CONNEXE : Pas partition X = UV ouverts non vides. Connexes de R

= intervalles.
TVI GENERALISE : f: X — R continue, X connexe = f(X) intervalle.

THEOREME DE BAIRE : Espace métrique complet : toute intersection dé-
nombrable d’ouverts denses est dense; dual : une union dénombrable de

fermés d’intérienr vide est d’intérienr vide.

EXPEDITIONS

EXPEDITION I : THEOREME DE BAIRE ET APPLICATIONS

Prévequis : érudes 6.

Le théoreme de Baire (René-Louis Baire, 1899, these de doctorat) affirme
qu'un espace métrique complet non vide n'est jamais réunion dénombrable
d’ensembles « petits ». Cette propriété, a premiére vue technique, fonde les
trois piliers de [ analyse fonctionnelle moderne : Banach-Steinbhaus, théoréme
de Lapplication ouverte, théoréme du graphe fermé. Elle démontre aussi des
résultats inattendus : au sens de Baire, presque toute fonction continue est
nulle part dérivable, presque rout réel est un nombre de Lionville.

(a) Enoncé (Baire, démontré & Larticle 21, utilisé & ['étude 6 et repris ici) :
dans un espace métrique complet, lintersection dune suite dénombrable
d’onverts denses est dense.

(b) Reformulation duale : une réunion dénombrable de fermés d’intérienr
vide est d’intérienr vide.

(c) Théoréme de Banach-Steinbaus (1927) : famille d opératenrs bornée ponc-
tuellement = bornée uniformément.
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(d) Existence générique de phénomeénes rares : fonctions partout non déri-
vables (Banach 1931).

(e) Topologie générique : le « type le plus fréquent » n'est pas toujours in-

tuitif.

Le théoreme de Baire est [une des fondations de lanalyse fonctionnelle.

Histoire. René-Louis Baire (1874-1932, mathématicien frangais), dans
sa thése de doctorat (Sur les fonctions de variables réelles, 1899), introduit
la notion d’ensemble maigre (réunion dénombrable d'ensembles nulle part
denses) et démontre que R, comme rout espace métrique complet, n'est pas
maigre en lui-méme. Cette idée en apparence technique s'est révélée un outil
structurant pour toute lanalyse du XX° siécle.

Enoncé. Soit (X, d) un espace métrigue complet (on, plus généralement,
localement compact) et (Uy) y>1 une suite donverts denses de X; alors leur
intersection (), Uy, reste dense. La forme duale sobtient par passage au
complémentaire : si (Fn) a>1 €t une suite de fermés d’intérienr vide, leur
réunion Un F, est encore d’intérieur vide. Le vocabulaire consacré accom-
pagne Uénoncé : on appelle Gs une intersection dénombrable douverts, Fo
une réunion dénombrable de fermés, maigre (ou de premiere catégorie) une
réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses (par exemple un Fo
d’intérienr vide), et comaigre ou résiduel le complémentaire d'un maigre
(il contient alors un Gg dense). Sous cette forme breve, le théoreme dit que
dans un espace complet le complémentaire d’un maigre est dense.

Applications. Le théoréme irrigue toute l'analyse fonctionnelle. Le théo-
réme de Banach-Steinhaus, ox principe de bornitude uniforme, en est la
conséquence la plus directe : pour une famille (Ta) d’opérateurs linéaires
continus d’un espace de Banach X dans un espace normé Y, la bornitude
ponctuelle (sup,, || Tax|| < 00 pour chaque x) entraine la bornitude uni-
Jorme (sup,, || Ta|| < 00). La prenve pose E, = {x : sup,, || Tax| < n} :
chaque Ey est fermé et leur réunion est X tout entier, de sorte que le théoreme
de Baire interdit qu’ils soient tous dintérienr vide; l'un d’enx contient donc
une boule B(xo, r), et ’homogénéité donne alors sup, || Ta|| < 2n0/r. Le
méme ressort fournit le théoreme de l'application ouverte (Banach, 1929),
selon lequel tout opérateur linéaire continu surjectif entre espaces de Banach
est ouvert, ainsi que le théoreme du graphe fermé, qui rend continu tout
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opératenr linéaire défini sur tout un espace de Banach, & valeurs dans un
autre Banach, dont le graphe est fermé.

Baire sert aussi a établir Iexistence d’objets exotiques par un argument de
généricité. Banach démontre ainsi en 1931 que l'ensemble des fonctions de
C([0,1]) partout non dérivables est comaigre (il contient un G dense) :
presque toute fonction continue, au sens de Baire, n'est dérivable en ancun
point, si bien que la dasse « réguliere > que suggére lintuition est en réalité
Vexception. De méme, les nombres de Liouville, ces irrationnels que les
rationnels approchent a toute vitesse polynomiale, forment un Gs dense de
R : presque tour réel est de Lionville au sens topologique, alors méme que
leur ensemble est de mesure de Lebesgue nulle.

Topologie générique et mesure. Une propriété vérifice sur un G dense
est dite générique. Ces exemples en dégagent la morale : le « typique »
au sens topologique est souvent contre-intuitif, les phénomeénes réputés < pa-
thologiques > sont en fait omniprésents, et les objets que Uintuition juge
normaux (fonctions dérivables, nombres rationnels) se révélent atypiques. Il
faut toutefois se garder de confondre les deux notions de petitesse : la géne-
ricité topologique (complémentaire d’un maigre) et la plénitude en mesure
(complémentaire d’un ensemble de mesure nulle) ne coincident pas toujours.
Lensemble de Cantor gras, maigre mais de mesure 1 / 2, montre qu'un
ensemble peut étre petit topologiquement sans l'étre en mesure.
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EXPEDITION 2 : THEOREME D’ASCOLI-ARZELA

Prérequis : études 4.

Le théoreme d’Ascoli-Arzeld (Giulio Ascoli 1883, Cesare Arzela 1895)
caractérise les sous-ensembles relativement compacts de C([a, b)) par deux
conditions : équicontinuité (toutes les fonctions varient « de maniére uni-
forme ») et bornitude uniforme. Ce théoréme est l'un des piliers de I analyse
Sfonctionnelle classique : il fournit le critére de compacité dans les espaces de
fonctions et permet Uextraction de sous-suites convergentes, base des théorémes
d’existence (Cauchy-Peano, Cauchy-Lipschitz, Schauder).

(a) Enoncé: F C C([a, b)) est relativement compact (adbérence compacte)
ssi F est borné uniformément ET équicontinu.

(b) Définition d’équicontinuité : Ve > 0,36 > 0,Vf € F,|x-y| <6 =
[flx) = fO)l < &

(c) Idée de la démonstration (Larticle 22 la donne en entier, on ne la refait
pas) : extraction diagonale sur une partie dénombrable dense, puis passage
& la convergence uniforme par équicontinuité.

(d) Application : théoréme de Caunchy-Peano (existence de solutions d’EDO
sans Lipschitz).
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(e) Lien avec la compacité dans les espaces de Banach et le théoréme de
point fixe de Schauder (énoncé admis, chapitre 13).

Le théoreme d’Ascoli-Arzela caractérise la compacité dans Uespace des fonc-
tions continues.

Histoire. Giulio Ascoli (1843-1896, mathématicien italien) établit en
1883-1884 la condition suffisante : l'équicontinuité jointe & la bornitude
uniforme assure lexistence d’une sous-suite uniformément convergente. Ce-
sare Arzela (1847-1912) prouve en 1895 la condition nécessaire et donne
la_formulation moderne compléte du théoréme.

Importance. Au tournant du XX° siécle, l'analyse fonctionnelle naissante
réclame des critéres de compacité valables hors de R”. Le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, qui identifie compacité et fermé borné, ne fonctionne
Plus en dimension infinie; Ascoli-Arzela fournit le critére manquant pour

C([a, b]).

Enoncé. Soit (K, d) un espace métrique compact, par exemple K = [a, b].
Une partie F C C(K,R) est relativement compacte (dadbérence com-
pacte dans (C(K),doo)) si et seulement si elle vérifie les deux conditions
sutvantes :

* bornitude uniforme : sup e F H]‘HOO < 005
* équicontinuité : Ve > 0,30 > 0,Vf € F,Vx,y € K, d(x,y) <0 =
[Ax) -f0)] <&

L’équz'contz'nuz‘té est une continuité <« um’forme en f > : un méme O convient
a toutes les fonctions de F, qui partagent ainsi la méme régularité locale.
Le cas le plus fréquent est celui d’une famille équi-Lipschitzienne, ot If(x) =
)| < Lix - 9| avec une constante L commune, ce qui entraine aussitdt
Léquicontinuite,
Démonstration. Elle est donnée a larticle 22; on en retient les deux mou-
vements, extraction diagonale sur une partie dénombrable dense de K, puis
promotion de la convergence ponctuelle en convergence uniforme par l'équi-
continuité, et, pour la réciproque, le reconvrement fini de ladbérence par
des boules, chaque centre étant uniformément continu sur le compact K.

Applications. Le théoréme est le motenr de nombreux résultats d’existence.
Le théoreme de Cauchy-Peano (1886) affirme que, pour un second membre



34 ANALYSE FONCTIONNELLE

seulement continu, [équation différenticlle yl = ﬂx, y), y(xo) = )0
admet auw moins une solution locale, sans hypothése de Lipschitz et donc
sans garantie d’unicité : on se place sur un rectangle compact [x0, x0 + 4] X
Y0 = &,y0 + b] oi M = max |f] existe, puis L'on restreint a [x0,x0 + b]
avec b = min(a,b/M) (tout b < a si M = 0) pour que les polygones
d’Euler de pas b /n y restent; ils forment alors une famille uniformément
bornée et équicontinue (pente majorée par M), puis Ascoli-Arzela en extrait
une sous-suite uniformément convergente dont la limite vérifie l'équation.
Le théoréme de point fixe de Schauder (1930), gu: étend celui de Brouwer
aux convexes compacts d’un espace de Banach, repose sur le méme principe
de réduction a la dimension finie et débouche sur des théorémes dexistence
en équations aux dérivées partielles et en mécanique des fluides (équations
de Navier-Stokes). La compacité de la boule unité de l'espace de Holder
C'O’O‘([a, b)), 0 < a < 1, muni de sa norme compléte dans C([a, b)), autre
conséquence d’Ascoli, est un outil clé en analyse harmonique et en EDD, et
la théorie de la compacité par compensation de Murat et Tartar (années
1970) en prolonge lesprit pour les problémes non linéaires. Le théoréme a
ses limites, puisqu’il ne concerne que des fonctions continues sur un compact;
ses extensions portent les noms de Kolmogorov-Riesz pour les espaces IF et
dAubin-Lions pour les problémes d évolution.

Philosophie. La compacité dans un espace de fonctions exige deux controles
simultanés : que les fonctions ne soient pas trop grandes (bornitude) et gu'elles
ne varient pas trop vite (équicontinuité). Cest ce second contrdle qui vient
remplacer le théoréme de Bolzano-Weierstrass, inopérant en dimension in-

finte.
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EXPEDITION 3 : ENSEMBLE DE CANTOR

Prévequis : études 2 4.

L’ensemble de Cantor (Georg Cantor, 1883) est l'un des objets mathéma-
tiques les plus paradoxanx. Construit par retraits successifs de tiers d’inter-
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valles, il est a la fois : compact (fermé borné), totalement discontinu (axcun
intervalle), parfait (tout point est limite dautres points), de mesure nulle

mais non dénombrable (cardinalité du continu), et auro-similaire. Ces pro-

priétés, a premiére vue contradictoires, illustrent la richesse insoupgonnée de

la ropologie des sous-ensembles de R.

(a) Construction : Co = [0, 1]. A chaque étape n, retirer le tiers central de

chaque sous-intervalle. C = (), Cy.

(b) Caractérisation : C = {x € [0,1] : x = Y5 a4/3", 24 € 0,21}

(pas de chiffre 1 dans le développement triadique).
(c) Compact, totalement discontinu, parfait.
(d) Mesure de Lebesgue O, mais cardinalité oMo — ¢ (continuum,).

(€) Auto-similarité (fractale), dimension de Hausdorff log2/log3
0,631.

~
~
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L’ensemble de Cantor est [archétype des objets fractals et un défi a Uintui-
tion.

Histoire. Georg Cantor (1845-1918, mathématicien allemand) intro-
duit cet ensemble en 1883 dans Uber unendliche, lineare Punktmannig-
faltigkeiten («Sur les ensembles linéaires infinis de points »), l'un de ses
travaux fondateurs de la théorie des ensembles, alors qu’il cherchait des
contre-exemples anx conjectures naives sur la topologie de R.

Construction. Oz part de Co = [0,1] et L'on retire & chague étape
le tiers central onvert de chague intervalle restant : la premiére érape dte
(1/3,2/3) et laisse C1 = [0,1/3] U [2/3,1], la deuxieme laisse Co =
[0,1/9]U[2/9,3/9]1U[6/9,7/9]1U[8/9, 1], et plus généralement C, est
la réunion de 2" intervalles fermés de longuenr 37". L'ensemble de Cantor
est Uintersection C = (), >0 Cn. Il admet une description arithmétique
commode : tout x € [0, 1] sécrit x = Zk>1 4/637}( avec ap, € {0,1,2},
et retirer les tiers centraux revient exactement 4 interdire le chiffre 1, de
sorte que C = {x : ay, € {0, 2} pour tour k}. Il suffit de lever lambiguité
des développements triadiques, en convenant par exemple d’écrire 1 /3 =
0,0222 . .. plutét que 0,1000 . . .; ainsi 1/3 et 2/3 appartiennent bien
a C.

Propriétés paradoxales. L ensemble C réunit des proprictés en apparence
incompatibles. Il est compact, comme partie fermée (intersection des fermés
Cy) et bornée de R. 1l est totalement discontinu, ¢ est-a-dire qu’il ne contient
aucun intervalle : un intervalle [a, b] non trivial est trop long pour tenir
dans un seul des morceaux de longueur 37" dés que n est assez grand, et
il rencontre donc forcément un tiers retiré. Il est pourtant parfait, c’est-d-
dire fermé et sans point isolé : en modifiant le développement triadique
d’un point x € C a partir d'un rang de plus en plus grand, on fabrique
des dléments de C distincts de x qui convergent vers lui. Il est de mesure
de Lebesgue nulle, puisgue A(C) < X(Cy) = (2/3)" pour tout n. Et
malgré cette longuenr nulle il a la cardinalité du continu : la correspondance
ay > ay/2 établit une bijection entre C et {0, 1}N, donc une surjection sur
[O, 1] par développement binaire (Iambiguité des dyadiques, dénombrable,
ne change pas la cardinalité, par double injection), si bien que |C| = R0 —
¢ et que C contient antant de points que le segment tout entier.
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Fractale. L'ensemble est auto-similaire : C = %C U (%C + %) est la
réunion de deux copies de lui-méme réduites d’un facteur 1/3. Le théoréme
de dimension des ensembles auto-similaires sous condition de ['onvert (admis
ici) donne d = logN/log(1/r) pour N similitudes de méme rapport
0 < 7 < 1. Ici leurs images de |0, 1| sont disjointes et contenues dans 10, 1] :
la condition est vérifice, d'oir une dimension de Hausdorff fractionnaire
dp = log2 / log 3 ~ 0,631, intermédiaire entre celle d’un point et celle
d’un intervalle. Topologiquement, C est homéomorphe a lespace de Cantor
abstrait {0, 1}N muni de la topologie produit, et un théoréme de Bronwer
(1910) en donne la réciproque : tout espace métrique compact non vide,
totalement discontinu et parfait lui est homéomorphe, ce qui fait de C un
modéle universel. En modifiant les longueurs retirées (retrancher 1 /4, puis
1 / 16, et ainsi de suite) on obtient [’ensemble de Smith-Volterra-Cantor,
oun « Cantor gras », qui garde la méme structure topologique tout en ayant
une mesure strictement positive, par exemple 1/2.

Applications et postérité. Lensemble de Cantor irrigue plusienrs do-
maines. En théorie de la mesure, il montre quun ensemble non dénom-
brable peut étre négligeable er sépare nettement le « petit topologiquement »
du < petit en mesure ». En théorie des ensembles, il accompagne Uintroduc-
tion des cardinaux infinis par Cantor et sa preuve que |R| > |N| (1874,
puis par largument diagonal en 1891). En topologie et en dynamique,
Uespace de Cantor abstrait réapparait partout, des espaces p-adiques 4 la
dynamique symbolique et a la théorie des codes. Il est enfin le prototype de
Lattracteur fractal, sur lequel s appuiera Mandelbrot en fondant la théorie
des fractales (1975). L'histoire retient aussi que Cantor eut a subir hos-
tilité de Kronecker, pour qui « Dien a créé les entiers, le reste est Lenvre
de Ubomme > ; ses idées sur Uinfini actuel comptent aujourd’bui parmi les
sources les plus fécondes des mathématiques modernes.
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LECTURES COMPLEMENTAIRES

* Fréchet, M. (1906, these), introduction des espaces métriques.

* Choquet, G. (1963), Topologie (Cours danalyse, t. II), Masson.
* Munkres, J.R. (2000), Topology, Prentice Hall, ch. 2-3.

* Skandalis, G. (2004), Topologie et analyse, Dunod.
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