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v

avant-propos

Ce volume rassemble les domaines de la maîtrise en quatre cent
cinquante-cinq articles, répartis en quatre-vingt-six chapitres. Il s’adresse
à l’étudiant qui a traversé les seize parties de licence et qui entre dans la
phase d’approfondissement : celle où les structures acquises précédemment
atteignent la puissance nécessaire pour exprimer des motifs profonds.

La thèse de la collection Cours articulé de mathématiques est que les ma-
thématiques sont la grammaire génératrice par laquelle la réalité se com-
pose elle-même. Si la licence enseignait cette grammaire (groupes, espaces
vectoriels, distances, mesure), la maîtrise est le moment où la syntaxe de-
vient assez riche pour formuler des phrases complexes. Le théorème de Baire
montre qu’un espace complet possède une solidité que nulle accumulation
dénombrable ne peut entamer : la complétude est un levier qui transforme
les arguments ponctuels en résultats uniformes. La topologie générale retient
d’un espace métrique ce qui persiste une fois la distance oubliée, comme un
sculpteur ne retient d’un bloc que la forme. La théorie de Galois révèle les
symétries cachées des équations algébriques. Les distributions donnent un
sens aux dérivées de fonctions qui n’en possèdent pas au sens classique. À ce
niveau, les sept thèmes récurrents de la collection (dualité, symétrie, local-
global, approximation, linéarisation, quotient, fonctorialité) ne sont plus des
intuitions : ils sont des outils de démonstration.

L’architecture reste celle de toute la collection : l’article est l’unité fonda-
mentale. Chaque article isole une idée et la développe en deux cent cinquante
à huit cents mots. Le même geste du quotient qui crée Z/nZ en arithmé-
tique crée la topologie quotient en géométrie et l’espace Lp en analyse. Le
même principe d’approximation qui gouverne les suites de Cauchy gouverne
les fonctions étagées en théorie de la mesure. Reconnaître ces échos d’un do-
maine à l’autre, c’est passer de la connaissance des pièces à la vision de
l’édifice.

Lire est le premier geste. Mais comprendre les mathématiques exige de
les pratiquer, et ce volume accompagne chaque chapitre d’un programme
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d’exercices conçu pour que le lecteur ne soit jamais abandonné. Après chaque
article, de courtes gammes font pratiquer immédiatement l’idée qui vient
d’être exposée. En fin de chapitre, des études-méthodes enseignent les tech-
niques fondamentales – calcul de spectre, formulation faible, méthode de
Galerkin, théorème de Lax-Milgram, lemme de Céa, problème de Riemann,
conditions d’entropie, calcul de courbure, équation de Jacobi –, chacune in-
troduite par une leçon, puis mise en œuvre pas à pas. Un récapitulatif
rassemble ces méthodes en une page. Enfin, des expéditions guidées mènent
le lecteur, par étapes, vers des résultats et des questions de recherche : les
équations d’Einstein, la conjecture de Riemann, le théorème de Furstenberg-
Szemerédi, la géométrie non commutative de Connes, le problème du Mil-
lénaire de Navier-Stokes, le théorème de la sphère pincée, la géométrie de
Calabi-Yau. Les comptes rendus distinguent les étapes résolues, les résultats
admis et les questions ouvertes. Les corrigés sont imprimés à l’envers au pied
de chaque exercice : le lecteur peut tenter l’exercice sans voir la réponse, puis
la consulter en retournant le livre.

Chaque chapitre se termine par un encart Lectures complémentaires
pointant la littérature originelle et les manuels de référence : Banach, Bre-
zis, Rudin pour l’analyse fonctionnelle, Lang et Bourbaki pour l’algèbre,
Hatcher et Lee pour la topologie et les variétés, Hartshorne et Shafarevich
pour la géométrie algébrique. Une demi-page d’annotations brèves : ce ne
sont pas des bibliographies exhaustives mais des panneaux indicateurs vers
la suite naturelle de chaque sujet.

Les dix objets compagnons de la collection continuent leur parcours. Le
cercle S1 est désormais une variété différentielle et un groupe de Lie ; Z est
un anneau euclidien dont les idéaux contenant nZ indexent les sous-groupes
de Z/nZ ; Q(

√
2) est un corps de nombres dont le groupe de Galois est

Z/2Z ; le tore T2 est le quotient R2/Z2, terrain naturel de l’analyse de
Fourier. Ces objets, aperçus dans les Éléments, formalisés en licence, sont ici
des laboratoires où chaque théorie nouvelle se teste.

Le volume est organisé en vingt-cinq parties. L’analyse fonctionnelle, la
mesure, les probabilités et la statistique préparent les équations différen-
tielles, les systèmes dynamiques et l’analyse de Fourier. L’analyse complexe,
l’algèbre et les géométries conduisent aux méthodes numériques, puis aux
chapitres de travail et d’exercices. Les trois dernières parties ouvrent vers les
structures algébriques avancées, la géométrie et la topologie, puis l’analyse,
les probabilités et l’arithmétique avancées. Il suppose acquis le contenu de la
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licence tel que couvert par le volume précédent. Il prépare le lecteur aux deux
volumes de recherche : Correspondances, du corps de classes au programme
de Langlands, et Physique mathématique, des symétries aux cordes.

Les notations sont les notations standard de l’analyse et de l’algèbre fran-
çaises. Elles sont cohérentes avec celles des ouvrages précédents et définies lors
de leur première occurrence lorsqu’elles sont spécifiques à un domaine.

L’étudiant qui aborde ce volume ne cherche plus à apprendre les ma-
thématiques : il cherche à les comprendre. La différence est considérable.
Comprendre, c’est voir pourquoi un théorème est vrai, pas seulement qu’il
l’est ; c’est sentir la nécessité d’une définition, pas seulement la mémoriser ;
c’est percevoir, derrière la diversité des domaines, l’unité d’une grammaire.
Ce volume est conçu pour accompagner ce passage.
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au lecteur

Ce cours articule en cinq volumes la grammaire par laquelle la réalité se
compose elle-même : plus de mille trois cents articles de mathématiques, du
premier nombre entier à la correspondance de Langlands et de la brachisto-
chrone à l’amplituèdre. L’entreprise est vaste. L’auteur ne prétend pas qu’elle
soit sans défauts ; il affirme qu’elle est sincère.

Chaque article développe une seule idée, de sa motivation à son interpré-
tation. Les définitions sont encadrées. Les résultats (propositions, théorèmes)
sont signalés par leur étiquette en gras ; dans les volumes 2 et 3, les théorèmes
majeurs sont en outre encadrés en rouge. Les preuves sont présentes là où
elles éclairent, esquissées là où la rigueur complète aurait obscurci le propos,
et admises lorsque leur difficulté excède le cadre de l’article. Le lecteur saura
distinguer les trois cas.

Dix objets mathématiques traversent la collection comme des fils rouges :
le cercle S1, les entiers Z, l’extension Q(

√
2), la courbe elliptique y2 =

x3 – x, le groupe GL2, la fonction ζ(s), l’espace L2, l’anneau K[X], le
groupe symétrique S3, et le tore T2. Du calcul trigonométrique au groupe
dual de Langlands, de l’oscillateur harmonique à la dualité de Montonen-
Olive, chacun de ces objets réapparaît à chaque cycle avec une profondeur
nouvelle. Quand l’un se manifeste, le texte le signale.

Les figures, plus de huit cents au total, ont été dessinées avec le soin
qu’exige un format de poche : chaque trait a une raison d’être, chaque label
est dégagé de toute courbe, et la palette se limite à quatre couleurs. Elles ne
remplacent pas la démonstration ; elles la précèdent. Le lecteur qui regarde
la figure avant de lire le théorème comprendra souvent l’énoncé avant d’en
avoir lu un mot.

Dans les volumes I à III, les chapitres de cours se prolongent par des
exercices gradués (gammes, études-méthodes, expéditions) dont les solutions
détaillées sont imprimées à l’envers au pied de chaque exercice. Le lecteur
qui s’y engage trouvera un pédagogue, jamais un examinateur.
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Le lecteur peut suivre le chemin linéaire ou emprunter les passages trans-
versaux entre volumes. Les volumes I à III forment une progression continue
du lycée à la maîtrise. Le volume IV s’élève vers le programme de Lan-
glands ; le volume V, vers la physique mathématique. Tous deux supposent
le volume III mais peuvent se lire indépendamment l’un de l’autre.
Toute erreur signalée est une erreur corrigée.
wdf@clementinium.com
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note sur les cycles

Les cinq volumes de la collection accompagnent une progression, des premiers
objets mathématiques aux questions de recherche :

• Éléments (I) : les mathématiques de l’enseignement secondaire, de
l’arithmétique aux premières preuves.

• Licence (II) : les fondements des études universitaires de mathématiques.

• Maîtrise (III) : les approfondissements et la préparation à la recherche.

• Correspondances (IV) : le cycle de recherche, du corps de classes au
programme de Langlands.

• Physique mathématique (V) : le cycle de recherche, des symétries aux
cordes.

Ces niveaux orientent la lecture sans imposer un calendrier universitaire.
Les parties et les chapitres donnent les étapes du parcours ; le rythme dépend
des acquis du lecteur et des questions qu’il souhaite approfondir.
Les volumes I, II et III construisent successivement les prérequis qui per-
mettent d’aborder le suivant. Le lecteur peut entrer directement au niveau
dont il possède les acquis. Les volumes IV et V partagent le socle de la Maî-
trise et peuvent être lus indépendamment l’un de l’autre. Les passerelles en
début de volume précisent le changement de perspective.
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notations

N entiers naturels
Z entiers relatifs
Q nombres rationnels
R nombres réels
C nombres complexes
∈ appartient à
⊆ inclus dans
∪, ∩, ∅ réunion, intersection, ensemble vide
P(E) ensemble des parties de E
A \ B différence
t réunion disjointe
∀, ∃ pour tout, il existe
⇒,⇔ implique, équivaut à
|x| valeur absolue de x√
x racine carrée de x

6, > inférieur ou égal, supérieur ou égal
π rapport de la circonférence au diamètre
∞ infini
sin, cos, tan fonctions trigonométriques
ln, exp logarithme népérien, exponentielle
f′(x) dérivée de f en x∫ b
a f(x) dx intégrale de f de a à b∑
,
∏

somme, produit
n!,

(n
k

)
factorielle, coefficient binomial

i unité imaginaire, i2 = –1
z̄, |z|, arg(z) conjugué, module, argument
Re(z), Im(z) partie réelle, partie imaginaire
→ tend vers
x 7→ f(x) application qui à x associe f(x)
u⃗ vecteur u
f ◦ g composée de f et g
‖x‖ norme de x
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〈x, y〉 produit scalaire de x et y
dimV dimension d’un espace vectoriel V
ker f, im f noyau, image d’une application linéaire
detA déterminant d’une matrice A
AT transposée de A
GLn , SLn , On groupes linéaire, spécial linéaire, orthogonal
a ≡ b (mod n) congruence modulo n
∼=, ' isomorphe à, équivalent à
⊕, ⊗ somme directe, produit tensoriel
lim limite
sup, inf borne supérieure, borne inférieure
lim sup, lim inf limite supérieure, limite inférieure
O(·), o(·), ∼ notations de Landau, équivalence asymptotique
d
dx

,
∂

∂x
dérivation ordinaire, dérivation partielle

∇f gradient de f
A adhérence de A
Lp espace de Lebesgue d’exposant p
Ck , C∞ dérivées continues jusqu’à l’ordre k, fonctions lisses
µ, λ mesure, mesure de Lebesgue
P(A) probabilité de l’événement A
E[X], Var(X) espérance, variance d’une variable aléatoire
1A fonction indicatrice de A
N (m,σ2) loi normale de moyenne m, de variance σ2

L(E, F) applications linéaires continues de E dans F
E∗ , E∗∗ dual topologique, bidual de E
σ(T), ρ(T) spectre, ensemble résolvant d’un opérateur T
Wk,p(Ω), Hs(Ω) espaces de Sobolev
D′(Ω) distributions sur Ω
S(Rn), S′(Rn) espace de Schwartz, distributions tempérées
SpecA spectre d’un anneau A
Hom, Ext, Tor foncteurs d’algèbre homologique
∧ produit extérieur
Hn cohomologie de degré n
π1 groupe fondamental
Gal(L/K) groupe de Galois de l’extension L/K
[L : K] degré de l’extension L/K

Les conventions de produit hermitien sont indiquées localement : linéaire à gauche
au chapitre 4, antilinéaire à gauche aux chapitres 45 et 47. Pour comparer les formules,
on échange les arguments : Φ(x, y) = 〈y, x〉.
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de la licence à la maîtrise

En licence, le chemin était balisé : définition, théorème, preuve, exercice.
En maîtrise, il faut souvent trouver le chemin soi-même. C’est le changement
le plus important, et il ne concerne pas les théorèmes : il concerne le regard.

Les premiers outils sont en place : espaces vectoriels, groupes, polynômes,
calcul différentiel et intégral, séries et premières notions topologiques. La
maîtrise les prolonge dans des territoires où la dimension finie ne suffit plus,
où la topologie devient un choix, où les symétries se cachent dans des structures
algébriques de plus en plus raffinées. L’intégrale de Lebesgue, les séries de
Fourier et les fonctions holomorphes seront construites dans ce volume : elles
élargiront les passages à la limite et les représentations des fonctions.

L’analyse fonctionnelle fera travailler les opérateurs sur des espaces de
dimension infinie. Les distributions donneront un sens aux dérivées des
fonctions qui n’en ont pas. La théorie de Galois révélera les symétries invi-
sibles des équations polynomiales. Et les variétés remplaceront les ouverts de
Rn par des espaces courbes qu’on ne peut observer que localement.

Lire un article, comprendre un séminaire, identifier la bonne question :
ces compétences, plus difficiles à enseigner que les théorèmes, sont celles qui
font le mathématicien. C’est à leur acquisition que ce volume est consacré.
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Première partie

Analyse fonctionnelle

Deux chapitres de topologie ouvrent le volume : les espaces métriques,
où se définissent complétude et compacité, puis les espaces topologiques,
définis par leurs seuls ouverts. L’analyse fonctionnelle étudie ensuite
les espaces vectoriels de dimension infinie munis d’une norme et les
applications linéaires continues qui les relient. On construit les es-
paces de Banach et de Hilbert, puis on établit les quatre théorèmes
fondamentaux : Hahn-Banach, Banach-Steinhaus, application ou-
verte, graphe fermé. Les topologies faibles et la théorie spectrale des
opérateurs bornés complètent l’édifice. La complétude est le levier
constant : elle transforme des estimations ponctuelles en résultats
uniformes.
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chapitre 1
espaces métriques

Les suites, les limites et la continuité ont été définies sur R avec la va-
leur absolue ; sur Rn, sur les espaces de fonctions, sur les suites, la même
construction demande seulement une distance, et c’est tout ce qu’un espace
métrique retient. Ce chapitre installe ce cadre et les quatre notions qui en
découlent. Les ouverts, fermés et voisinages traduisent la distance en langage
topologique. La complétude, où toute suite de Cauchy converge, permet de
construire des limites sans les connaître, d’où le point fixe de Banach et le
théorème de Baire. La compacité, où toute suite a une valeur d’adhérence,
garantit les extrema. La connexité dit ce qu’est un espace d’un seul tenant,
et fonde le théorème des valeurs intermédiaires.

Articles de ce chapitre :
1. Distance et espace métrique—Un espace métrique est un ensemble

muni d’une distance, c’est-à-dire d’une fonction d positive, nulle exac-
tement sur la diagonale, symétrique et vérifiant l’inégalité triangu-
laire.

2. Ouverts, fermés, voisinages—Dans un espace métrique, les notions
d’ouvert, de fermé et de voisinage se définissent à partir de la distance.

3. Complétude—Un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy
y converge ; la complétude garantit l’existence des limites.

4. Compacité—La compacité est la propriété topologique qui permet
d’extraire de toute suite une sous-suite convergente ; dans Rn, elle
équivaut au caractère fermé borné (théorème de Heine-Borel).

5. Connexité—Un espace est connexe s’il ne peut être scindé en deux
ouverts.
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1. distance et espace métrique.
Deux fonctions continues sur [0, 1] peuvent être proches en un
sens et éloignées dans un autre : proches si l’aire entre leurs graphes
est petite, éloignées si leurs valeurs diffèrent fortement en certains
points, comme le montre un pic continu très étroit et très haut,
d’aire faible mais d’écart maximal grand. Derrière cette ambiguïté
se cache une question fondamentale : que signifie « être proche »
dans un ensemble qui n’est pas Rn ? La topologie de Rn apprise au
volume précédent, bâtie sur la distance euclidienne, n’avait rien de
spécifique à Rn. Dès que l’on isole les propriétés de la distance qui
fondent la théorie (séparation, symétrie, inégalité triangulaire), le
même édifice se construit sur n’importe quel ensemble. Le cadre
qui en résulte, l’espace métrique, est comme un plan d’architecte :
il dessine la topologie sans fixer les matériaux.

définition 1.1 : Soit X un ensemble. Une distance sur X est
une application d : X×X→ R+ vérifiant, pour tous x, y, z ∈
X :

1. Séparation : d(x, y) = 0⇔ x = y.

2. Symétrie : d(x, y) = d(y, x).

3. Inégalité triangulaire : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

définition 1.2 : Un espace métrique est un couple (X, d) où
X est un ensemble non vide et d une distance sur X.

Ces trois axiomes suffisent à engendrer toute une topologie. Avant
de le voir, examinons la diversité des situations qu’ils recouvrent.
exemple : (1) (Rn, d2), où d2(x, y) = ‖x – y‖2, est l’espace eucli-
dien. (2) (C([a, b]), d∞), où d∞(f, g) = supt∈[a,b] |f(t) – g(t)|, me-
sure l’écart uniforme entre fonctions continues. (3) Le cercle S1 et le
tore T2 = S1 × S1, munis de la distance induite par Rn, sont des
espaces métriques compacts que l’on retrouvera comme domaines de
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l’analyse de Fourier. (4) La distance discrète, définie par d(x, y) = 1

si x 6= y et d(x, x) = 0, fait de tout ensemble un espace métrique. (5)
Sur Rn, les distances d1(x, y) =

∑
|xi–yi| et d∞(x, y) = max |xi–yi|

sont également des distances.

définition 1.3 : Soit (X, d) un espace métrique, x ∈ X et r > 0.
La boule ouverte de centre x et de rayon r est B(x, r) = {y ∈ X :

d(x, y) < r}. La boule fermée est B̄(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤
r}.

Les boules ouvertes jouent le rôle des intervalles ouverts de R : elles
servent de briques élémentaires pour bâtir la topologie. Un sous-
ensemble U est déclaré ouvert si chacun de ses points est centre
d’une boule ouverte contenue dans U.

proposition 1.4 : Les boules ouvertes engendrent une topologie
sur (X, d) : un ensemble U ⊂ X est ouvert si et seulement si pour
tout x ∈ U, il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U.

Ce résultat est admis.

Deux distances sur un même ensemble peuvent engendrer la même
topologie (les mêmes ouverts, les mêmes convergences) tout en
mesurant les écarts différemment.

définition 1.5 : Deux distances d et d′ sur X sont topologi-
quement équivalentes si elles définissent la même topologie
(les mêmes ouverts). Une condition suffisante, dite équiva-
lence bilipschitzienne et strictement plus forte, est l’existence
de constantes α,β > 0 telles que α d ≤ d′ ≤ β d.
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d1 d2 d∞

Boules ouvertes dans R2 pour d1 , d2 , d∞

remarque 1.6 : Sur Rn, toutes les distances issues des normes ‖ · ‖p
(1 ≤ p ≤ ∞) sont équivalentes : les boules changent de forme
(carré, disque, carré tourné) mais les ouverts restent les mêmes.
Ce phénomène est propre à la dimension finie. Dans C([a, b]), la
distance d∞ et la distance d1(f, g) =

∫ b
a |f(t) – g(t)| dt (pour a < b)

ne sont pas équivalentes : la convergence uniforme est strictement
plus forte que la convergence en moyenne. La géométrie de l’espace
dépend alors véritablement du choix de la distance.

Ainsi, la notion d’espace métrique isole le minimum structurel né-
cessaire pour parler de proximité, de convergence et de continuité.
Ce cadre unifie des situations en apparence hétérogènes (points
de Rn, fonctions continues, suites bornées) et ouvre la voie aux
constructions topologiques qui structureront tout le présent vo-
lume.

Le premier exercice vérifie qu’une fonction est une distance. Le second com-
pare les boules pour différentes distances sur R2.
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• Vérifier que d(x, y) = |x3 – y3| est une distance sur R, et étudier son
équivalence avec la distance usuelle |x – y|.

Solution:Vérificationdesaxiomes.(i)Positivitéetséparation.d(x,y)=|x3–y3|≥0,avecégalitéssix3=y3ssi
x=y(puisquex7→x3eststrictementcroissantesurR,doncinjective).OK.(ii)Symétrie.|x3–y3|=|y3–x3|.OK.
(iii)Inégalitétriangulaire.|x3–z3|=|(x3–y3)+(y3–z3)|≤|x3–y3|+|y3–z3|parinégalitétriangulairepour
lavaleurabsolue.OK.Doncdestunedistance.Équivalenceavec|x–y|.Identité.x3–y3=(x–y)(x2+xy+y2),donc
d(x,y)=|x–y|·|x2+xy+y2|.Suruncompact[–A,A].|x2+xy+y2|≤3A2,etenoutre|x2+xy+y2|≥0.
Maisminimum?Enx=y=0:|x2+xy+y2|=0.Doncpourx,yauvoisinagede0,d(x,y)peutêtrebeaucoup
pluspetiteque|x–y|.SurRentier.AucuneéquivalenceLipschitz:pourx,yprèsde0,ratiod/|x–y|→0;pourx,y
grands,ratio→∞.Topologiquementéquivalentes?Oui,carx7→x3estunhoméomorphismedeRsurR(continu,
bijectif,inversecontinu).Mêmesouverts.MaispasLipschitz-équivalentesglobalement.Leçon.Deuxdistancespeuventêtre
topologiquementéquivalentes(mêmesouverts)sansêtreLipschitz-équivalentes(constantesα,βglobales).Ladistinction
comptepourlacomplétudeetl’uniformecontinuité.

• Dessiner la boule unité B(0, 1) dans R2 pour les distances d1 (‖x‖1 =

|x1|+ |x2|), d2 (euclidienne) et d∞ (‖x‖∞ = max |xi|).

Solution:Boulepourd2(euclidienne).B2(0,1)={(x1,x2):x2
1+x2

2<1}.Forme:disqueouvertderayon1.
Boulepourd1(Manhattan).B1(0,1)={(x1,x2):|x1|+|x2|<1}.Forme:losange(carrétournéde45°)de
sommets(±1,0)et(0,±1).Boulepourd∞(sup).B∞(0,1)={(x1,x2):max(|x1|,|x2|)<1}.Forme:
carréouvertdecôté2,sommets(±1,±1).Inclusions.B1(0,1)⊂B2(0,1)⊂B∞(0,1),quisetraduit
parlesinégalitésentrenormes:‖x‖∞≤‖x‖2≤‖x‖1(pourR2).Démonstrationdesinégalités.‖x‖∞≤

‖x‖2.max(|x1|,|x2|)≤√x2
1+x2

2(chacundes|xi|est≤somme).‖x‖2≤‖x‖1.√x2
1+x2

2≤

|x1|+|x2|(éleveraucarré;celadécoulede(|x1|+|x2|)2=x2
1+2|x1x2|+x2

2≥x2
1+x2

2).

Conséquence.TouteslesdistancesdpsurR2(etplusgénéralementRn)sontéquivalentes:ellesdéfinissentlamêmetopologie.
Phénomènepropreàladimensionfinie.Constantesd’équivalence.PourRn:‖x‖∞≤‖x‖2≤

√
n‖x‖∞,

‖x‖2≤‖x‖1≤
√

n‖x‖2.Touteslesnormessontéquivalentesendimfinie.Leçon.Lesboulespourdifférentes
distancesontdesformestrèsdifférentes(disquerond,losange,carré),maisendimfinie,ellesdéfinissentlamêmetopologie.
Cetteéquivalencedisparaîtendiminfinie(espacesLp,parex.).

2. ouverts, fermés, voisinages.
Un espace métrique possède sa distance, mais on ne travaille
presque jamais directement avec elle. Ce qui importe, c’est la géo-
graphie qu’elle dessine : quels ensembles laissent à chacun de leurs
points une marge de manoeuvre, lesquels retiennent leurs limites,
lesquels enveloppent un point sans être eux-mêmes ouverts. Les
notions d’ouvert, de fermé et de voisinage (familières dans Rn) se
transposent mot pour mot aux espaces métriques, mais leur portée
s’élargit considérablement : elles structurent aussi bien les espaces
de fonctions que les espaces discrets.
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définition 2.1 : Soit (X, d) un espace métrique. Un sous-
ensemble U ⊂ X est ouvert si pour tout x ∈ U, il existe
r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U.

La figure suivante illustre ces trois situations : un point intérieur,
autour duquel une boule entière tient dans l’ensemble ; un point
frontière, sur le bord; et un point extérieur.

x
B(x, r)

intérieur

y

frontière

z

extérieur

U

Point intérieur (la boule B(x, r) est contenue dans U), point frontière et point extérieur.

Les ouverts vérifient les propriétés fondamentales d’une topologie :
∅ et X sont ouverts ; toute réunion d’ouverts est ouverte ; toute in-
tersection finie d’ouverts est ouverte. La restriction à l’intersection
finie n’est pas un artifice : dans R,

⋂
n≥1

]
– 1
n ,

1
n
[
= {0}, qui n’est

pas ouvert. L’infini, même dénombrable, peut refermer ce que le
fini laissait ouvert.

définition 2.2 : Un sous-ensemble F ⊂ X est fermé si son
complémentaire X \ F est ouvert.

La définition par complémentaire est élégante mais peu maniable.
En pratique, on préfère la caractérisation séquentielle : F est fermé
si et seulement si toute suite d’éléments de F qui converge dans X
a sa limite dans F. Un fermé est un ensemble qui ne laisse pas ses
limites lui échapper.
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définition 2.3 : Un ensemble V est un voisinage d’un point
x s’il existe un ouvert U tel que x ∈ U ⊂ V.

définition 2.4 : Soit A ⊂ X. L’intérieur Å est le plus grand
ouvert contenu dans A. L’adhérence Ā est le plus petit fermé
contenant A. La frontière est ∂A = Ā \ Å.

proposition 2.5 : Un point x appartient à Ā si et seulement s’il
existe une suite (xn) d’éléments de A telle que xn → x.

Cette caractérisation séquentielle de l’adhérence est l’un des outils
les plus utilisés dans les espaces métriques. Elle transforme une
question ensembliste, x est-il dans le plus petit fermé contenant
A?, en un procédé constructif : trouver une suite d’éléments de A
qui s’approche de x.

exemple : Dans (R, | · |), l’intérieur de Q est vide (Q̊ = ∅), car
tout intervalle ouvert contient des irrationnels. L’adhérence de Q
est R tout entier, par densité des rationnels. La frontière est donc
∂Q = R : les rationnels sont partout et nulle part à la fois. Dans
(C([0, 1]), d∞), la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 est l’en-
semble des fonctions continues f vérifiant sup[0,1] |f| < 1.

définition 2.6 : Une partie A est dense dans X si Ā = X, c’est-
à-dire si tout point de X est limite d’une suite d’éléments de
A.

remarque 2.7 : La caractérisation séquentielle des fermés et de
l’adhérence est propre aux espaces métriques (et, plus générale-
ment, aux espaces à base dénombrable de voisinages). Dans un
espace topologique général, les suites ne suffisent plus et l’on doit
recourir aux filtres ou aux filets. C’est l’un des privilèges des es-
paces métriques : les suites y sont un langage complet pour décrire
la topologie.
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On retiendra que la topologie d’un espace métrique (ouverts, fer-
més, intérieur, adhérence, frontière) se construit entièrement à par-
tir des boules ouvertes, et que la caractérisation séquentielle rend
ces notions accessibles au calcul concret. Cette architecture, héritée
de Rn mais valable bien au-delà, fournit le vocabulaire dans lequel
s’exprimeront complétude, compacité et continuité.

Le premier exercice utilise la caractérisation séquentielle des fermés. Le se-
cond calcule adhérence et intérieur d’un ensemble.

• Démontrer que F = {(x, y) ∈ R2 : x2+ y2 ≤ 1} est fermé en utilisant
la caractérisation séquentielle.

Solution:Caractérisationséquentielle.Festferméssipourtoutesuite(xn,yn)d’élémentsdeFquiconvergevers(x,y)∈
R2,ona(x,y)∈F.Application.Soit(xn,yn)∈Favecxn→x,yn→y.Hypothèse.x2

n+y2
n≤1

pourtoutn.Continuitéde(x,y)7→x2+y2.Lafonctionf(x,y)=x2+y2estcontinue(polynôme).Donc
f(xn,yn)→f(x,y),soitx2

n+y2
n→x2+y2.Passageàlalimitedansl’inégalité.x2

n+y2
n≤1,etlimite≤1

(parpassageàlalimitedansuneinégalitélarge,vraiepourdessuitesconvergentes).Doncx2+y2≤1,soit(x,y)∈F.
Festfermé.Démonstrationalternativeparimageréciproque.F=f–1(]–∞,1])avecf(x,y)=x2+y2.fest
continue,]–∞,1]estfermédansR,doncf–1(fermé)estfermé(caractérisationdescontinues).Cohérent.Méthode.Pour
montrerunfermé,deuxoptions:(1)caractérisationséquentielle;(2)imageréciproqued’unferméparfonctioncontinue.
Lasecondeestsouventplusrapidepourlesensemblesdéfinisparinégalités.

• Calculer adhérence, intérieur et frontière de A = Q ∩ [0, 1] dans R.

Solution:AdhérenceĀ.QestdensedansR,doncQ=R.MaisicionaA=Q∩[0,1].Densitédans[0,1].Les
rationnelssontdensesdans[0,1]:pourtoutx∈[0,1],ilexisteunesuite(qn)∈Q∩[0,1]tellequeqn→x.
DoncĀ=[0,1].IntérieurÅ.ÅestleplusgrandouvertcontenudansA.Pourqu’unpointx∈Asoitintérieur,il
fautunintervalleouvert]x–ε,x+ε[entièrementinclusdansA.MaistoutintervalleouvertnonvidedeRcontient
desirrationnels(densitédesirrationnels).Doncaucunintervalleouvertn’estinclusdansA.Conclusion.Å=∅.Frontière
∂A=Ā\Å.∂A=[0,1]\∅=[0,1].Touslespointsde[0,1]sontdespointsfrontièresdeA.Interprétation.A
est«partoutetnullepart»:ilestdensedans[0,1](adhérencepleine)maisilaunintérieurvide(aucunintervalleentier
dedans).Caractéristiquedesensemblesniouvertsnifermés.AestnéanmoinsunBorélien(intersectiond’unfermé[0,1]et
d’unBorélienQ,quiestdénombrable,doncFσ).MesuredeLebesgue.λ(A)=0(puisqueA⊆Qdénombrable).
Maisλ(Ā)=1.Distinctionadhérence/mesure.Leçon.Adhérenceetintérieurmesurentdeuxaspectsdifférents:un
ensemblepeutavoiruneadhérence«grande»etunintérieurvide.MaisÅ⊆A⊆Ā:cesopérationsnesontpas
indépendantes.

3. complétude.
Certains espaces ont des trous. Dans Q, la suite des approxima-
tions décimales de

√
2 est de Cauchy, ses termes se rapprochent

indéfiniment les uns des autres, mais sa limite n’appartient pas à
Q. La suite « devrait converger » mais l’espace n’est pas assez riche
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pour accueillir sa limite. La complétude est précisément l’absence
de tels trous : un espace complet contient toutes les limites que
ses suites de Cauchy promettent. Cette propriété, qui sous-tend
toute l’analyse réelle depuis la construction de R, se transpose aux
espaces métriques avec des conséquences spectaculaires.

définition 3.1 : Une suite (xn) dans un espace métrique (X, d)
est une suite de Cauchy si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N
tel que m, n ≥ N implique d(xm, xn) < ε.

Toute suite convergente est de Cauchy. Les termes qui s’ap-
prochent d’une limite s’approchent a fortiori les uns des autres.
La réciproque est la question décisive.

définition 3.2 : Un espace métrique (X, d) est complet si toute
suite de Cauchy dans X converge dans X.

En d’autres termes, un espace est complet si les suites qui « de-
vraient converger » convergent effectivement : le critère de Cau-
chy, vérifiable sans connaître la limite, suffit à garantir l’existence
de celle-ci.
exemple : (Rn, d2) est complet. L’espace (C([a, b]), d∞) est complet :
c’est le théorème de la limite uniforme, qui affirme que la limite
uniforme d’une suite de fonctions continues est continue. En revanche,
(Q, | · |) n’est pas complet.

proposition 3.3 : Un sous-espace d’un espace métrique complet est
complet si et seulement s’il est fermé.

Ce résultat éclaire le lien entre fermeture topologique et complé-
tude : être fermé dans un espace complet, c’est hériter de sa com-
plétude. Pour vérifier qu’un sous-ensemble est complet, il suffit de
montrer qu’il est fermé dans un espace complet ambiant.
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théorème 3.4 : (Point fixe de Banach.) Soit (X, d) un espace
métrique complet et f : X→ X une application contractante,
c’est-à-dire vérifiant d(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y) pour tout x, y ∈
X, avec 0 ≤ k < 1. Alors f admet un unique point fixe x̄ ∈ X,
obtenu comme limite de toute suite itérée xn+1 = f(xn).

preuve : Soit x0 ∈ X quelconque et xn+1 = f(xn). On vérifie
que d(xn+1, xn) ≤ kn d(x1, x0), d’où, par l’inégalité triangulaire,
(xn) est de Cauchy. Par complétude, elle converge vers un x̄. La
continuité de f (conséquence de la contraction) donne f(x̄) = x̄.
L’unicité résulte de la séparation : si f(x̄) = x̄ et f(̄y) = ȳ, alors
d(x̄, ȳ) ≤ k d(x̄, ȳ), ce qui impose d(x̄, ȳ) = 0.

x̄

x0

y = x

y = f(x)

x

y

Convergence de la suite itérée vers le point fixe

Le théorème du point fixe est un levier remarquable : il transforme
un problème d’existence (trouver une solution) en un problème de
vérification, montrer qu’un opérateur est contractant. La complé-
tude fournit la convergence, la contraction fournit l’unicité.
exemple : Le théorème de Cauchy-Lipschitz, qui garantit l’existence
et l’unicité locale des solutions d’équations différentielles ordinaires,
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se démontre par application du point fixe de Banach dans un espace
de fonctions continues muni de la norme uniforme, ou d’une norme
équivalente à poids.

définition 3.5 : Le complété d’un espace métrique (X, d) est
un espace métrique complet (X̂, d̂) dans lequel X se plonge
isométriquement et dont l’image est dense. Le complété existe
et est unique à isométrie près.

remarque 3.6 : La construction du complété généralise celle de R
à partir de Q par classes d’équivalence de suites de Cauchy. Les
espaces Lp, pour 1 ≤ p < ∞, du chapitre 17 naissent de la même
manière : ce sont les complétés d’espaces de fonctions étagées in-
tégrables pour les normes Lp. Combler les trous d’un espace, c’est
en révéler la structure profonde.

La complétude est, en définitive, la garantie que les suites de Cau-
chy convergent : c’est la contraction qui rend cauchyennes les ité-
rées de Picard, et la complétude qui leur fournit alors une limite.
Du point fixe de Banach aux espaces Lp, chaque fois qu’une suite
de Cauchy se présentera dans la suite du cours, c’est la complétude
de l’espace ambiant qui permettra de conclure.

Le premier exercice exhibe une suite de Cauchy non convergente dans Q. Le
second applique le point fixe de Banach.
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• Construire une suite de Cauchy de Q qui ne converge pas dans Q.

Solution:Stratégie.Trouverunesuitederationnelsquiconvergeversunirrationnel(parex.
√

2).Cettesuiteestde
CauchydansR,doncdansQ,maissalimiten’estpasdansQ.Construction.Suitedesapproximationsdécimalesde

√
2:

x0=1,x1=1,4,x2=1,41,x3=1,414,x4=1,4142,...Caractèrerationnel.Chaquexn
aunnombrefinidedécimales,doncxn∈Q.ConvergencedansR.xn→

√
2(approximationdécimale).Donc

(xn)estdeCauchydansR.CaractèredeCauchydansQ.Pourm,n≥N:|xm–xn|≤10–N(différencesurles
décimalesau-delàdelaN-ième).DoncCauchydansQaussi.Non-convergencedansQ.Si(xn)convergeaitversq∈Q,
alorsparunicitédelalimitedansR(quicontientQ),q=

√
2.Mais

√
2/∈Q.Donc(xn)neconvergepasdansQ.

Conclusion.(Q,|·|)n’estpascomplet.Constructionpardichotomie(alternative).a0=1,b0=2.Àchaqueétape,
cn=(an+bn)/2∈Q.Sic2

n<2:an+1=cn,bn+1=bn.Sinonan+1=an,bn+1=cn.

Convergencevers
√

2/∈Q.Constructionparrécurrenced’Héron-Newton.u0=1,un+1=(un+2/un)/2.

Suiterationnelle,convergevers
√

2.Cohérent.Leçon.L’incomplétudedeQestlaraisonpourlaquelleonconstruitR:R
estlecomplétédeQpourladistanceusuelle.Cetteconstructiongénéraliseàtoutespacemétrique.

• Soit f : [0, 1] → [0, 1] définie par f(x) = x/2 + 1/4. Vérifier que f
est contractante, calculer son point fixe par itération, et estimer la vitesse de
convergence.

Solution:Vérificationdelacontraction.|f(x)–f(y)|=|(x/2+1/4)–(y/2+1/4)|=|x–y|/2.Donc
fest1/2-Lipschitz,et1/2<1.festcontractantederapportk=1/2.Imagedans[0,1].Pourx∈[0,1],
f(x)=x/2+1/4∈[1/4,3/4]⊆[0,1].f([0,1])⊆[0,1].ThéorèmedupointfixedeBanachapplicable.
Doncfaununiquepointfixex̄∈[0,1].Calculdupointfixe.f(̄x)=x̄⇔x̄/2+1/4=x̄⇔1/4=
x̄/2⇔x̄=1/2.Doncx̄=1/2.Itérationàpartirdex0=0.x1=f(0)=1/4.x2=f(1/4)=

1/8+1/4=3/8.x3=f(3/8)=3/16+1/4=7/16.x4=f(7/16)=7/32+1/4=

15/32.Tendance.0,1/4,3/8,7/16,15/32,...Forme.xn=(2n–1)/2n+1=1/2–1/2n+1.
Vérification.x0=0=1/2–1/2.x1=1/4=1/2–1/4.xn→1/2=x̄.Cohérent.Vitesse
deconvergence.|xn–x̄|=1/2n+1.Décroissancegéométriquederaison1/2.CohérentaveclamajorationdeBanach
|xn–x̄|≤kn|x

1–x0|/(1–k)=(1/2)n·(1/4)/(1/2)=(1/2)n+1,quicoïncideiciavecl’erreur
exacte(caslinéaire).Leçon.LethéorèmedupointfixedeBanachdonne:(1)existenceetunicitédupointfixe;(2)convergence
géométriquedel’itérationverslepointfixe;(3)majorationexplicitedel’erreurenfonctiondunombred’itérations.

4. compacité.
Pourquoi les fonctions continues sur un segment atteignent-elles
toujours leurs bornes, alors que ce n’est pas le cas sur un intervalle
ouvert? La réponse tient en un mot : compacité. Dans Rn, le théo-
rème de Heine-Borel identifie les compacts aux fermés bornés, mais
cette caractérisation commode est un accident de la dimension fi-
nie. Dès que l’on passe aux espaces de fonctions, « fermé et borné
» ne suffit plus, et la compacité exige une définition intrinsèque.
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définition 4.1 : Un espace métrique (X, d) est séquentielle-
ment compact si de toute suite d’éléments de X on peut ex-
traire une sous-suite convergente dans X.

définition 4.2 : Un espace métrique (X, d) est compact (au
sens des recouvrements) si de tout recouvrement de X par
des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Ces deux définitions semblent parler de choses différentes (l’une de
suites, l’autre de recouvrements) mais dans les espaces métriques,
elles disent exactement la même chose.

théorème 4.3 : Dans un espace métrique, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. (X, d) est compact (recouvrements).

2. (X, d) est séquentiellement compact.

3. (X, d) est complet et totalement borné.

Ce résultat est admis.

Un espace est totalement borné si, pour tout ε > 0, il peut être
recouvert par un nombre fini de boules de rayon ε. La troisième
caractérisation décompose la compacité en deux ingrédients : la
complétude empêche les limites de fuir, et la bornitude totale em-
pêche les suites de s’éparpiller.
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K

U1
U2

U3

Un compact couvert par trois ouverts : l’état final d’une extraction finie

La figure montre l’état final : trois ouverts suffisent à couvrir le
compact. La compacité affirme que, de tout recouvrement ouvert
(potentiellement infini), on peut toujours extraire une telle sous-
famille finie : c’est précisément le contenu de la définition par
recouvrements.
exemple : Le segment [0, 1] est compact dans R. Tout espace mé-
trique fini est compact. En revanche, la boule unité fermée de
(C([0, 1]), d∞) n’est pas compacte : la suite fn(x) = xn n’admet
aucune sous-suite uniformément convergente (la limite ponctuelle
n’est pas continue).
proposition 4.4 :

1. Tout compact est fermé et borné.

2. Tout fermé d’un compact est compact.

3. L’image continue d’un compact est compacte.

Ce résultat est admis.
La propriété (iii) est un principe de transfert : la compacité, comme
un bien transportable, passe de la source au but par l’image conti-
nue. Conséquence immédiate : toute fonction continue à valeurs
réelles sur un compact est bornée et atteint ses bornes.
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proposition 4.5 : (Théorème de Heine.) Toute application conti-
nue d’un espace métrique compact dans un espace métrique est
uniformément continue : pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que
d(x, y) < δ implique d(f(x), f(y)) < ε, le même δ servant en tout
point.

Ce résultat est admis. L’idée du passage du local à l’uniforme exige
des demi-rayons : on choisit rx > 0 pour que d(f(x), f(y)) < ε/2
dès que d(x, y) < rx, puis on extrait un recouvrement fini par les
B(x, rx/2). Le minimum des demi-rayons retenus garantit que deux
points assez proches appartiennent à une même boule B(x, rx) ;
l’inégalité triangulaire donne alors un écart d’images inférieur à ε.

théorème 4.6 : (Heine-Borel.) Dans Rn, un sous-ensemble
est compact si et seulement s’il est fermé et borné. La forme
séquentielle correspondante (toute suite bornée de Rn admet
une sous-suite convergente) est appelée Bolzano-Weierstrass.

Ce résultat est admis.
Ce résultat repose sur la complétude de Rn et sur le fait qu’en
dimension finie, borné implique totalement borné.
remarque 4.7 : En dimension infinie, fermé et borné n’implique
pas compact. La boule unité fermée d’un espace de Banach de
dimension infinie (chapitre 3) n’est jamais compacte pour la topo-
logie de la norme : c’est le signe que la dimension infinie offre assez
d’espace pour que des suites s’échappent dans des directions tou-
jours nouvelles, uniformément séparées des précédentes (lemme
de Riesz), sans jamais se rattraper. Le théorème d’Ascoli-Arzelà,
qui caractérise les parties relativement compactes de C([a, b]) par
l’équicontinuité et la bornitude uniforme (une partie est compacte
si, de plus, elle est fermée), restaure un critère opérationnel là où
la simple bornitude échoue.

La compacité transforme l’infini en fini : elle garantit que les suites
possèdent des sous-suites convergentes et que les recouvrements se
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réduisent. Cette propriété de finitude sera un levier décisif, chaque
fois qu’un argument exigera de passer du local au global.

Le premier exercice montre qu’un fermé borné de C([0, 1]) n’est pas néces-
sairement compact. Le second utilise l’image continue d’un compact.

• Soit E = C([0, 1],R) muni de d∞. Démontrer que la boule fermée
B̄(0, 1) = {f ∈ E : ‖f‖∞ ≤ 1} n’est pas compacte (donc fermé borné 6⇒
compact en dim infinie).

Solution:Stratégie.ExhiberunesuitedansB̄(0,1)sanssous-suiteconvergente.Suitecandidate.fn(x)=xn.Ap-
partenanceàB̄(0,1).‖fn‖∞=sup[0,1]|xn|=1,doncfn∈B̄(0,1).Étudedelaconvergenceponctuelle.

fn(x)=xn→0pourx<1,fn(1)=1.Doncfn→fponctuellementavecf(x)=0pourx∈[0,1[
etf(1)=1.fn’estpascontinue(sautenx=1).Doncf/∈C([0,1]).Convergenceuniforme.Si(fn)avaitune
sous-suite(fnk)convergeantuniformémentversunefonctiong∈C([0,1]),alorsparconvergenceponctuelleg=f
partoutsur[0,1],maisgétantcontinue,ondevraitavoirg(1)=limx→1–g(x)=06=1.Contradiction.
Conclusion:aucunesous-suitede(fn)neconvergeuniformément.B̄(0,1)n’estpasséquentiellementcompacte,doncnon
compacte.OrB̄(0,1)estferméeetbornée.Conclusionfondamentale.Endimensioninfinie,ferméetborné6⇒compact.
ThéorèmedeRiesz.Plusfort:danstoutespacedeBanachdedimensioninfinie,labouleunitéferméen’estjamaiscompacte
pourlatopologiedelanorme.CritèredecompacitédansC([a,b])(Ascoli-Arzelà).VoirExpédition2.Leçon.Lethéorème
deBolzano-Weierstrass(compact⇔ferméborné)estunaccidentdeladimensionfinie.Horsdececadre,lacompacité
demandeuncritèreplusfin(équicontinuitépourfonctionscontinues,parex.).

• Soit K ⊂ Rn compact non vide et f : K → R continue. Démontrer que
f est bornée et atteint ses bornes (théorème des bornes).

Solution:Énoncé.f(K)borné,etsupKfetinfKfsontatteints(i.e.,ilexistea,b∈Kavecf(a)=min,f(b)=max).
Étape1:f(K)estcompact.L’imagecontinued’uncompactestcompacte(résultatadmis).f(K)⊆Rcompact.Étape2:
f(K)estferméetborné(caractérisationdescompactsdansRviaBolzano-Weierstrass).Doncfestbornée.Étape3:Maximum
etminimumatteints.f(K)étantferméetborné,supf(K)∈f(K)etinff(K)∈f(K).Pourquoi.supf(K)estlimite
d’unesuitedansf(K),etf(K)étantfermécontientcettelimite.Doncsupf(K)∈f(K),c’estunmaximumatteint.
Idempourinf.Conclusion.Ilexistea∈Kavecf(a)=infKf(minimumatteint),etb∈Kavecf(b)=supKf
(maximumatteint).Applicationclassique.Sur[a,b],toutefonctioncontinueestbornéeetatteintsesbornes(Weierstrass,
1860).Généralisation.Vraisurtoutcompactmétrique,passeulementintervallesfermés.Application:sphère.Lasphère
Sn–1estcompacte;toutefonctioncontinuef:Sn–1→Ratteintsesextrema.Utileenanalysegéométrique.Leçon.
Lacompacitétransfèreparcontinuité:imagecontinued’uncompactestcompact.Cettepropriétéestlabasedetousles
théorèmesd’existenced’extremaenanalyse.

5. connexité.
Peut-on briser un espace en deux morceaux sans rien déchirer? Si
une fonction continue sur [a, b] prend une valeur négative en a et
une valeur positive en b, elle doit s’annuler quelque part entre les
deux : c’est le théorème des valeurs intermédiaires. Ce résultat, si
naturel qu’il semble aller de soi, repose sur une propriété profonde
de l’intervalle : il est impossible de le scinder en deux ouverts
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disjoints non vides. La connexité formalise cette impossibilité de
la coupure nette.

définition 5.1 : Un espace métrique (X, d) est connexe si les
seules parties de X à la fois ouvertes et fermées sont ∅ et X.
De façon équivalente, il n’existe pas de partition X = U t V
avec U et V ouverts non vides.

définition 5.2 : Un espace métrique (X, d) est connexe par
arcs si pour tous x, y ∈ X, il existe un chemin continu
γ : [0, 1]→ X tel que γ(0) = x et γ(1) = y.

proposition 5.3 : Tout espace connexe par arcs est connexe. La réci-
proque est fausse en général, mais elle est vraie pour les ouverts de
Rn. Le contre-exemple classique est la courbe sinus du topologue,
adhérence dans R2 du graphe de x 7→ sin(1/x) sur ]0, 1] : elle est
connexe, mais aucun chemin ne joint le graphe au segment limite
{0}× [–1, 1].

Ce résultat est admis.
La connexité par arcs est la version constructive de la connexité :
elle ne se contente pas d’affirmer que l’espace est d’un seul tenant,
elle fournit un chemin reliant deux points quelconques. Pour les
ouverts de Rn, les deux notions coïncident, ce qui est une commo-
dité précieuse en pratique.

connexe non connexe

Espace connexe et espace non connexe dans R2
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La figure oppose les deux situations : un disque, d’un seul tenant,
est connexe, tandis que la réunion de deux disques disjoints ne l’est
pas, puisque chacun d’eux constitue un ouvert non vide séparant
l’ensemble en deux morceaux.
exemple : Rn et toute boule ouverte de Rn sont connexes par arcs.
L’espace Q, muni de la distance usuelle, n’est pas connexe : pour tout
irrationnel α, la partition Q = {q ∈ Q : q < α} t {q ∈ Q : q > α}
sépareQ en deux ouverts non vides. Le « peigne supprimé » (deleted
comb), réunion dans R2 des segments {1/n} × [0, 1], de la base
[0, 1] × {0} et du seul point (0, 1), est connexe mais non connexe
par arcs : aucun chemin continu ne relie (0, 1) au reste, car sa
première coordonnée serait continue, donc d’image connexe, or près
de (0, 1) elle devrait prendre ses valeurs dans l’ensemble totalement
discontinu {0}∪ {1/n : n ≥ 1} et rester ainsi constante égale à 0 au
voisinage de tout instant où le chemin passe par (0, 1) : l’ensemble de
ces instants est donc ouvert, et comme il est aussi fermé (continuité)
et non vide, c’est tout l’intervalle : le chemin est constant.

définition 5.4 : La composante connexe d’un point x ∈ X est
le plus grand sous-ensemble connexe de X contenant x. Les
composantes connexes forment une partition de X en fermés.

théorème 5.5 : (Valeurs intermédiaires généralisé.) Si
f : X → R est continue et X est connexe, alors f(X) est un
intervalle de R.

Ce résultat est admis.
Ce théorème révèle que le résultat classique sur [a, b] n’avait rien de
spécifique aux intervalles réels : c’est la connexité de la source qui
force l’image à ne sauter aucune valeur. L’image continue d’un
connexe est connexe, et les connexes de R sont exactement les
intervalles.
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remarque 5.6 : La connexité est un invariant topologique, préservé
par homéomorphisme. Elle offre un outil négatif redoutablement
efficace : pour montrer que deux espaces ne sont pas homéo-
morphes, il suffit de trouver une opération qui brise la connexité
de l’un mais pas de l’autre. Ainsi, R privé d’un point se scinde
en deux morceaux, alors que R2 privé d’un point reste connexe,
preuve que R et R2 vivent dans des mondes topologiques diffé-
rents.
Avec la complétude, la compacité et la connexité, l’espace métrique
dispose désormais de ses trois propriétés globales fondamentales.
Elles forment le socle sur lequel reposent les théorèmes d’existence,
d’unicité et de prolongement qui traverseront toute l’analyse.

Le premier exercice étudie la connexité de quelques sous-ensembles. Le second
applique le théorème des valeurs intermédiaires généralisé.

• Étudier la connexité des ensembles suivants dans R2 : (a) le disque ouvert
D = {(x, y) : x2 + y2 < 1}, (b) la couronne C = {(x, y) : 1 < x2 + y2 <
4}, (c) R2 \ {(0, 0)}, (d) R2 \ {(x, 0) : x ∈ R} (plan privé de l’axe
horizontal).

Solution:(a)Disque.Connexepararcs(etdoncconnexe).Démonstration.PourA,B∈D,lesegment[A,B]paramétré
parγ(t)=(1–t)A+tBrestedansD(parconvexitédeD,conséquencedel’inégalitétriangulaire).Convexité⇒
connexepararcs.(b)Couronne.Connexepararcs.Démonstration.PourA,B∈C,suivrelerayondeAjusqu’aucercle
moyenx2+y2=5/2,parcourirunarcdececercle,puisredescendrelerayonversB:lecheminrestedansC.Connexe
pararcs.Pasconvexe.(Lesegment[A,–A]pourA=(3/2,0),pointdelacouronne,passepar0,horsdeC.)Connexe
sansêtreconvexe.(c)Planmoinsl’origine.Connexepararcs.Démonstration.PourA,B∈R2\{0},onpeutconnecterpar
uncheminquiévitel’origine:siA,Bsontdanslemêmedemi-plan(ouvert){x>0}parex.,lignedroitesuffit.Sinon,passer
parunpointintermédiairePchoisihorsdesdroites(OA)et(OB):lessegments[A,P]et[P,B]évitentl’origine.Connexe
pararcs.(d)Planmoinsl’axehorizontal.Décompositionendeuxcomposantes.R2\R×{0}={y>0}∪{y<0}.
Chaquedemi-planestconnexe(convexe),maisleurunionnel’estpas:lesdeuxdemi-planssontouvertsdansR2,disjoints,
leurunionestR2\axe.Pasconnexe.Composantesconnexes:{y>0}et{y<0}.Différenceavec(c).En2D,retirerun
pointnedéconnectepas,maisretirerunedroite(ouplusgénéralementunensemblequisépareR2)déconnecte.Question
topologiquefondamentale.Leçon.Laconnexitédépenddelaformedusous-ensemble.Convexe⇒connexepararcs⇒
connexe.Lesréciproquessontfausses,maiscomprendrelescontre-exemplesestessentiel.
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• Soit f : [0, 1] → R continue avec f(0) = –1 et f(1) = 2. Démontrer
qu’il existe c ∈ [0, 1] avec f(c) = 0, en utilisant la connexité.

Solution:Théorèmedesvaleursintermédiairesgénéralisé.Sif:X→RestcontinueetXconnexe,alorsf(X)estun
intervalledeR.Application.X=[0,1]estconnexe(intervalle).fcontinue.Doncf([0,1])estunintervalledeR.
Inclusion.f(0)=–1∈f([0,1]),f(1)=2∈f([0,1]).Or0∈[–1,2].f([0,1])étantunintervalle
contenant–1et2,ilcontient[–1,2],donc0.Doncilexistec∈[0,1]avecf(c)=0.Démonstrationalternative
directe.Notation.A={x∈[0,1]:f(x)≤0}.A6=∅(0∈A).Amajorépar1.Soitc=supA.Affirmation.
f(c)=0.Preuve.Suite(xn)∈Aavecxn→c(parcaractérisationséquentielledel’adhérence);f(xn)≤0,par
continuitéf(c)≤0.Sif(c)<0,alorsc<1puisquef(1)>0,etparcontinuitéilexisteδ>0avecc+δ≤1
telquef(x)<0pourx∈[c,c+δ],doncc+δ/2∈A,contradictionavecc=supA.Doncf(c)=0.Lien
aveclaconnexité.LadémonstrationdirecteutiliseimplicitementlacomplétudedeR(existencedusup)etlacontinuitédef.
Laconnexitédel’intervalle[0,1]estcequipermetl’argumentabstrait:si[0,1]sescindaitendeuxouverts,lethéorème
échouerait.Leçon.Lethéorèmedesvaleursintermédiairesn’estpasunrésultatsurR,c’estunrésultatsurlesespacesconnexes.
Saprofondeurgéométrique:aucunefonctioncontinuenepeutsauterentredeuxvaleurssanspasserpartouteslesvaleurs
intermédiaires.Laconnexitéestl’empêchementdesaut.

méthodes

Étude 1. ? méthode : distances équivalentes et changements de norme

Sur un même ensemble X, plusieurs distances peuvent coexister. Distances
équivalentes : même topologie (même notion d’ouvert, même convergence).
Critère suffisant : existence de constantesα,β > 0 telles queαd ≤ d′ ≤ βd
(équivalence forte/Lipschitz). Sur Rn : toutes les normes sont équivalentes
(dim finie). Sur espaces de fonctions : souvent non.

Démontrer que sur Rn, les normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2, ‖ · ‖∞ sont équivalentes.
Donner les constantes optimales.
(a) Comparaisons fondamentales.
(b) Encadrement des trois normes.
(c) Cas optimal.
(d) Conséquences topologiques.
(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.

Solution1:(a)Comparaisons.‖x‖∞≤‖x‖2.maxi|xi|≤√∑ix2
i(lemaxestl’undes|xi|,quiest≤

√(max)2≤√∑).‖x‖2≤‖x‖1.(∑x2
i)≤(∑|xi|)2(développerlecarré:(∑|xi|)2=∑x2

i+

2∑i<j|xi||xj|≥∑x2
i).Enracine:‖x‖2≤‖x‖1.‖x‖1≤n‖x‖∞.∑|xi|≤n·maxi|xi|.

Encadrements.‖x‖∞≤‖x‖2≤‖x‖1≤n‖x‖∞.(b)Encadrementscomplets.‖x‖∞≤‖x‖2:

démontré.Inverse.‖x‖2=√∑x2
i≤√n·(maxi|xi|)2=

√
n‖x‖∞.Donc‖x‖∞≤‖x‖2≤

√
n‖x‖∞.‖x‖2≤‖x‖1.Inverse.‖x‖1=∑|xi|≤

√
n√∑x2

i=
√

n‖x‖2(parCauchy-Schwarz

appliquéeà|x|et1).Donc‖x‖2≤‖x‖1≤
√

n‖x‖2.(c)Casoptimal.Constantes.‖x‖∞≤‖x‖1≤
n‖x‖∞,‖x‖2≤‖x‖1≤

√
n‖x‖2,‖x‖∞≤‖x‖2≤

√
n‖x‖∞.Casd’égalité.‖x‖1=

n‖x‖∞ssitousles|xi|sontégaux.Atteintpourx=(1,1,...,1).Lesfacteurs
√

nsontégalementatteintspar
cevecteur,etlesconstantesinférieures1pare1.Doncconstantesoptimales.(d)Conséquencestopologiques.Mêmesouverts.
SiUestouvertpour‖·‖2,ilestouvertpour‖·‖1etviceversa:latopologie(ensembledesouverts)nedépend
pasduchoixdelanorme.Mêmesconvergences.xn→xpour‖·‖p⇔xn→xpour‖·‖q(parsandwich
entrelesnormes).Mêmescompacts,mêmesconnexes.Touteslesnotionstopologiquessontpréservées.Conséquencepratique.
Onpeutchoisirlibrementlanormecommodepourlescalculs(souvent‖·‖2pourPythagore,‖·‖∞pourborne
sup,‖·‖1poursommedirecte).Théorèmegénéral.Endimfinie,touteslesnormessontéquivalentes(théorèmeclassique
d’analyse).Démonstration.PourunenormeN,|N(x)–N(y)|≤N(x–y)≤∑i|xi–yi|N(ei)≤C‖x–y‖2:
Nestcontinuepourlanormeeuclidienne.Surlasphèreeuclidiennecompacte,elleatteintdoncunminimumstrictement
positifetunmaximumfini,quidonnentlesconstantesd’équivalence.Disparitionendiminfinie.EspaceC([0,1]).Norme
uniforme‖f‖∞=sup|f|etnormeL1‖f‖

1=∫|f|.Paséquivalentes.Exemple:fnaffineparmorceaux,valant
nen0etnullesur[1/n,1](triangle).‖fn‖∞=n→∞,‖fn‖1=1/2borné.Pasdeconstanteuniforme.
(e)Méthoderésumée.Pourdémontrerl’équivalencedenormesendimfinie:(1)majorerchaquenormeparl’autreviainégalités
élémentaires(Cauchy-Schwarz,etc.);(2)donnerlesconstantesα,β;(3)vérifierlecasd’égalitépouroptimalité.Endim
infinie,vérifieraucasparcas;souvent,descontre-exemples(suitesavecnormestrèsdifférentes)montrentlanon-équivalence.

Étude 2. ?? méthode : caractérisation séquentielle de l’adhérence

La caractérisation séquentielle de l’adhérence d’un sous-ensemble A d’un
espace métrique : x ∈ Ā ⇔ ∃(xn) ∈ AN, xn → x. Méthode : pour
démontrer qu’un point est dans l’adhérence, construire une suite explicite ;
pour démontrer qu’il n’y est pas, montrer qu’aucune suite ne peut s’approcher
(raisonnement par l’absurde).

Démontrer que Qn = Rn, et que {(p, q) ∈ Q2 : p2 + q2 < 1} =
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} (disque unité fermé).
(a) Densité de Qn dans Rn.
(b) Adhérence du disque rationnel.
(c) Inclusion sens trivial.
(d) Sens non trivial.
(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.

Solution2:(a)DensitédeQn.Lemme.Pourtoutx∈R,ilexiste(qn)∈QNavecqn→x.Démonstration.
Approximationdécimale:qn=b10nxc/10n.Applicationendimensiond.Pourx=(x1,...,xd)∈Rd,

choisirpourchaquek∈{1,...,d}unesuite(q
(m)
k

)m∈N∈QNavecq
(m)
k→xk.Suitevectorielle.q(m)=

(q
(m)
1,...,q

(m)
d

)∈Qd,q(m)→xquandm→∞(convergencecomposanteparcomposanteimplique

convergencevectorielle).Conclusion.Toutx∈Rdestlimited’unesuitedeQd.DoncQdestdensedansRd,soitQd=Rd.
(b)Adhérencedudisquerationnel.SoitA={(p,q)∈Q2:p2+q2<1}etD̄={(x,y):x2+y2≤1}.
DémontrerĀ=D̄.(c)InclusionĀ⊆D̄.A⊆D={(x,y):x2+y2<1}⊆D̄(puisqueD̄estfermé).Adhérence
préservel’inclusion.Ā⊆¯̄D=D̄.OK,quoiquecelanedonnequeĀ⊆D̄.(d)InclusionD̄⊆Ā.Soit(x,y)∈D̄,donc
x2+y2≤1.Démontrerqu’ilexiste(pn,qn)∈Aavec(pn,qn)→(x,y).Casx2+y2<1.PardensitédeQ2,
ilexiste(pn,qn)∈Q2avec(pn,qn)→(x,y).Pourngrand,p2

n+q2
n<1parcontinuité.Donc(pn,qn)∈A

pournassezgrand.Casx2+y2=1(surlebord).Astuce.ApprocherpardespointsdeAdepuisl’intérieur.Soit(x,y)
surlecercleunité.Considérer(xk,yk)=((1–1/k)x,(1–1/k)y)quisontàl’intérieurdudisque.Approcher

chaque(xk,yk)parunrationnel(pk,qk)∈A(avecp2
k+q2

k<1).Approximation.Choisir(pk,qk)telque
|(pk,qk)–(xk,yk)|<1/k.Convergence.|(pk,qk)–(x,y)|≤|(pk,qk)–(xk,yk)|+|(xk,yk)–(x,y)|≤
1/k+(1–(1–1/k))|(x,y)|=1/k+1/k→0.Donc(pk,qk)→(x,y)avec(pk,qk)∈A.Donc

(x,y)∈Ā.Conclusion.Ā=D̄={(x,y):x2+y2≤1}.(e)Méthoderésumée.Caractérisationséquentielle
del’adhérence:x∈Ā⇔∃(xn)∈AN,xn→x.Pourdémontrerx∈Ā:construireunesuiteexplicite.
Astucegénérale:sixestsurle«bord»deA(limited’élémentsunpeuhorsdeA),passerparuneapproximationintérieure
puispardensitéd’unsous-ensembledensedansA.Pourdémontrerx/∈Ā:trouverunouvertcontenantxdisjointdeA
(raisonnementdirect),oumontrerquetoutesuitexn→xnepeutpasêtredansAinfinimentsouvent.

Étude 3. ?? méthode : théorème du point fixe de Banach et application

Le théorème du point fixe de Banach : dans un espace métrique complet non
vide (X, d), toute application contractante f admet un unique point fixe x̄,
obtenu comme limite de toute suite xn+1 = f(xn). Méthode : (1) vérifier
la complétude de X; (2) vérifier la contraction |f(x) – f(y)| ≤ k|x – y| avec
k < 1 ; (3) itérer pour calculer numériquement le point fixe.

Démontrer le théorème de Cauchy-Lipschitz pour l’EDO y′ = f(x, y) avec
f continue et Lipschitz en y sur un rectangle autour de (x0, y0), via le
théorème du point fixe de Banach.
(a) Reformulation intégrale.
(b) Espace de Banach approprié.
(c) Opérateur contractant.
(d) Application du théorème.
(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.

Solution3:(a)Reformulation.Problème.Trouvery:[x0,x0+h]→Ravecy(x0)=y0ety′(x)=

f(x,y(x)).Formeintégrale(équivalente).y(x)=y0+∫xx0f(t,y(t))dt.Définirl’opérateurΦ(y)(x)=y0+
∫xx0f(t,y(t))dt.Solution⇔pointfixedeΦ.(b)Espacecompletetintervalle.Choisira,b>0telsquelerectangle

R=[x0,x0+a]×[y0–b,y0+b]soitdansledomainedef,etposerM=maxR|f|,Luneconstantede
Lipschitzuniformeeny.Prendreh>0avech≤a,hM≤bethL≤1/2;uneconditiondontlecoefficientestnul
nerestreintpash.DansX=C([x0,x0+h],R),l’ensembleXb={y:‖y–y0‖∞≤b}estfermé,complet
etnonvide.Poury∈Xb,|Φ(y)(x)–y0|≤hM≤b:Φ(Xb)⊆Xb.(c)Contraction.Soity1,y2∈Xb.
Φ(y1)(x)–Φ(y2)(x)=∫xx0[f(t,y1(t))–f(t,y2(t))]dt.ParLipschitz|f(t,u)–f(t,v)|≤L|u–v|.

|Φ(y1)(x)–Φ(y2)(x)|≤L∫xx0|y1(t)–y2(t)|dt≤Lh‖y1–y2‖∞.Donc‖Φ(y1)–Φ(y2)‖∞≤
Lh‖y1–y2‖∞.LechoixdehdonneLh≤1/2<1,ycomprissiL=0.(d)Applicationduthéorème.Conditions
vérifiées:Xbcomplet,Φcontractante.DoncΦaununiquepointfixeȳ∈Xb.Laformeintégraleetlacontinuité

defdonnentȳ∈C1etȳ′=f(x,ȳ).C’estl’uniquesolutionàgraphedansRsur[x0,x0+h];lecôtégauche
dex0setraitedemême.ThéorèmedeCauchy-Lipschitzlocal:existenceetunicitéd’unesolutionsur[x0,x0+h](le
prolongementenunesolutionmaximaledemandeunrecollementsupplémentaire,admisici).Constructionexplicite.Lasuite
yn+1=Φ(yn),initialiséeàlafonctionconstanteégaleày0,convergeuniformémentverslasolutionȳ.Vitesse.
GéométriquederaisonLh<1.Premièresitérations(approximationsdePicard):y1(x)=y0+∫xx0f(t,y0)dt;

y2(x)=y0+∫xx0f(t,y1(t))dt;etc.CetteconstructionparapproximationssuccessivesestdueàPicard(miseaupoint

vers1888–1890,appliquéeàl’existencepourlesEDOen1891).Exemple:y′=y,y(0)=1.Solutionattendue.
y(x)=ex.ItérationdePicard.y0=1.y1(x)=1+∫x01dt=1+x.y2(x)=1+∫x0(1+t)dt=

1+x+x2/2.y3(x)=1+∫x0(1+t+t2/2)dt=1+x+x2/2+x3/6.Reconnaissance.

yn(x)=∑n
k=0xk/k!,sériedeTaylordeex.Limiteuniformesurtoutcompact:ex.Cohérent.(e)Méthoderésumée.

Pourdémontrerexistence/unicitéd’unesolutiond’équation:(1)reformulercommepointfixed’unopérateur;(2)choisirun
espacemétriquecomplet(souventC([a,b])avecnormeuniforme);(3)vérifierquel’opérateurestcontractant(souventen
restreignantl’intervallesinécessaire);(4)appliquerBanach.Laconstructionitérativedonnelasolutionexplicitement.

Étude 4. ?? méthode : compacité dans Rn et fermeture

Dans Rn, le théorème de Heine-Borel caractérise les compacts comme les
fermés bornés. Méthode : pour démontrer qu’un sous-ensemble est compact,
vérifier (a) fermé (caractérisation séquentielle ou image réciproque continue)
et (b) borné.Hors de Rn (dim infinie), insuffisant : critères supplémentaires
nécessaires (équicontinuité dans C([a, b]), etc.).

Pour n ≥ 1, démontrer que la sphère unité euclidienne Sn–1 = {x ∈ Rn :
‖x‖ = 1} est compacte dans Rn. En déduire qu’une fonction continue
f : Sn–1 → R atteint ses bornes.
(a) Sn–1 est fermée.
(b) Sn–1 est bornée.
(c) Compacité.
(d) Application : extrema.
(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.

Solution4:(a)Sn–1estfermée.Définition.Sn–1={x:‖x‖=1}.Caractérisationparfonctioncontinue.
Sn–1=g–1({1})oùg(x)=‖x‖continue(norme).{1}estfermédansR.Imageréciproqueparcontinued’unfermé
estfermée.DoncSn–1estfermée.Vérificationséquentielle(alternative).Soit(xk)⊂Sn–1avecxk→x.Continuitédela

norme:‖xk‖→‖x‖.Or‖xk‖=1.Donc‖x‖=1,x∈Sn–1.Cohérent.(b)Sn–1estbornée.Tousleséléments

ontnorme1.DoncSn–1⊆B̄(0,1)(bouleferméederayon1).Bornée.(c)Compacité.ParHeine-BoreldansRn,fermé+
borné⇒compact.DoncSn–1estcompacte.(d)Application:extrema.Soitf:Sn–1→Rcontinue.Imagecontinued’un
compactestcompacte.f(Sn–1)⊆Rcompact.CompactdansR=ferméborné:f(Sn–1)aunsupM∈f(Sn–1)(limite
desuite,fermé)etuninfm∈f(Sn–1).DoncfatteintsonmaximumetsonminimumsurSn–1.Applicationclassique.
Normematriciellesubordonnée.‖A‖2=supx∈Sn–1‖Ax‖.Continuité.x7→‖Ax‖estcontinue.Atteintedusup:il

existex0∈Sn–1avec‖Ax0‖=‖A‖2.VecteursingulierdeA.Application.Existenced’unvecteurpropremaximisant
pourmatricessymétriques(théorèmespectralviamaximisationsurlasphère).(e)Méthoderésumée.Endimfinie(Rn):
(1)montrerfermé(imageréciproque,caractérisationséquentielle,oudéfinitionparégalités/inégalités≤);(2)montrerborné
(inclusiondansuneboule);(3)appliquerBolzano-Weierstrass.Avantage:simple.Limitationsendiminfinie:fermé+borné
6⇒compact.Critèresdecompacité:lecritèregénéralestcomplétude+précompacité(totalebornitude);l’équicontinuité
(Arzelà-Ascoli,voirExpédition2)estlecritèrespécifiquedansC(K).

Étude 5. ?? méthode : connexité par arcs et valeur intermédiaire

La connexité par arcs : pour tous x, y ∈ X, il existe un chemin continu
γ : [0, 1] → X avec γ(0) = x, γ(1) = y. Implique la connexité (réci-
proque fausse en général). Théorème des valeurs intermédiaires généralisé :
f : X→ R continue, X connexe⇒ f(X) est un intervalle. Méthode : pour
démontrer un « théorème des valeurs intermédiaires», vérifier la connexité
du domaine.

Démontrer qu’un convexe de Rn est connexe par arcs (donc connexe). En dé-
duire que le « théorème des valeurs intermédiaires» s’étend à toute fonction
continue f : C→ R pour C convexe.
(a) Convexité⇒ connexité par arcs.
(b) Connexité par arcs⇒ connexité.
(c) Théorème des valeurs intermédiaires généralisé.
(d) Application.
(e) Résumez la méthode.
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Solution retournée.

Solution5:(a)Convexe⇒connexepararcs.Définitionconvexe.C⊆Rnestconvexesipourtousx,y∈Cet
t∈[0,1],(1–t)x+ty∈C.Constructionduchemin.Pourx,y∈C,poserγ(t)=(1–t)x+ty.Vérifications.
(i)γ(0)=x,γ(1)=y.(ii)γcontinue(combinaisonlinéaireavect).(iii)γ(t)∈Cpourt∈[0,1]par
convexité.DoncCconnexepararcs.(b)Connexitépararcs⇒connexité.Démonstrationparcontraposée.SiXn’estpasconnexe,
ilexisteunepartitionX=UtVavecU,Vouvertsnonvides.Soitx∈U,y∈V.S’ilexistaituncheminγde
xày,alorsγ–1(U)etγ–1(V)formeraientunepartitionde[0,1]endeuxouvertsnonvides(puisqueγcontinue,
imageréciproqued’ouvertestouvert);mais[0,1]estconnexe,contradiction.Doncpasdechemin.DoncXpasconnexe
pararcs.Contraposéeprouvée.(c)Théorèmedesvaleursintermédiairesgénéralisé.Soitf:C→Rcontinue,Cconvexe
(doncconnexe).f(C)estconnexe(imagecontinued’unconnexe).OrlesconnexesdeRsontlesintervalles.Doncf(C)est
unintervalle.(d)Application.Soitf:Rn→Rcontinue.Sifprenddeuxvaleursa<b,alorselleprendtoutevaleur
intermédiairec∈[a,b].Rnestconvexe(doncconnexe),l’imageestunintervallecontenanta,b,donc[a,b].Doncilexiste
x∈Rnavecf(x)=c.Exempleconcret.Pourdémontrerqu’unefonctioncontinuef:Rn→Rs’annule,ilsuffitde
montrerqu’elleprenddesvaleursa<0<b.Plussubtil.SiCestundomainenonconvexe(parex.unanneau),laconnexité
(pararcs)reste,etlethéorèmes’applique.Maissurunespacenonconnexe,lethéorèmeéchoue.(e)Méthoderésumée.Pour
démontrerunthéorèmedesvaleursintermédiairessurundomaineD:(1)vérifierqueDestconnexe;(2)appliquer«l’image
continued’unconnexeestconnexe»;(3)conclurequel’imageestunintervalledansR.Connexitéparconvexitéestlecasle
plussimple,maislaconnexitépararcs(sansconvexité)estaussisuffisantepourcerésultat.

Étude 6. ? ? ? méthode : deux conséquences du théorème de Baire

Le théorème de Baire est démontré à l’article 21 pour tout espace métrique
complet : une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur
vide. On le prend pour acquis et l’on en tire deux énoncés que l’on ne sait pas
obtenir autrement : Q n’est pas une intersection dénombrable d’ouverts de
R, et un espace de Banach de dimension infinie n’a pas de base algébrique
dénombrable. Méthode : (1) écrire l’espace complet comme réunion dénom-
brable de fermés ; (2) montrer que chacun est d’intérieur vide ; (3) conclure
à la contradiction.

Démontrer les deux énoncés.
(a) Q n’est pas un Gδ : supposer Q =

⋂
n Un avec Un ouverts, et écrire R

comme réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.
(b) Un espace de Banach E n’a pas de base de Hamel dénombrable infinie
(en) : considérer Fn = Vect(e1, . . . , en).
(c) En déduire que l’espace des polynômes n’est complet pour aucune norme,
et résumer.
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Solution retournée.

Solution6:(a)ChaqueUncontientQ,doncestdense;Fn=R\Unestferméd’intérieurvide(unouvertnonvide
contenudansFnrencontreraitUn).AlorsR=⋃nFn∪⋃q∈Q{q}estuneréuniondénombrabledefermésd’intérieur

vide,contradictionavecBaire(Restcomplet):Qn’estpasunGδ,etsoncomplémentaire,quienestun(⋂qR\{q}),n’est
pasunFσ.(b)Fnestunsous-espacededimensionfinie,doncfermé(complet,cardedimensionfinie).Ilestd’intérieur
vide:s’ilcontenaitunebouleB(x,r),ilcontiendraitB(0,r)=B(x,r)–x,donctoutvecteurparhomothétie,et
Fn=E,contraireàladimensioninfinie.Si(en)étaitunebasedeHamel,E=⋃nFnseraituneréuniondénombrable
defermésd’intérieurvide:contradiction.(c)L’espaceR[X]alabasedeHameldénombrable(Xn);s’ilétaitcompletpour
unenorme,(b)seraitcontredit:aucunenormenelerendcomplet,ettoutecomplétion(celledelanormeuniformesur
[0,1]estC([0,1]),parWeierstrass)ajoutedesélémentsquinesontpasdespolynômes.Résumé:Bairetransformeun
énoncédecardinalité(dénombrable)enunénoncétopologique(intérieurvide),etc’estcepassagequirendcesdeuxrésultats
inaccessiblesauxméthodesdirectes.

récapitulatif des méthodes

Distance : d : X2 → R+ avec séparation, symétrie, inégalité triangu-
laire.

Distances équivalentes : Mêmes ouverts. En dim finie, toutes les
normes sont équivalentes.

Boule ouverte / fermée : B(x, r) = {y : d(x, y) < r}, B̄(x, r) =

{y : d(x, y) ≤ r}.

Ouvert : U ouvert si ∀x ∈ U, ∃r > 0, B(x, r) ⊆ U.

Fermé : F fermé si X \ F ouvert. Caract. séq. : suite de F qui converge a
sa limite dans F.

Adhérence : Ā = {x ∈ X : ∃(xn) ∈ AN, xn → x}. Plus petit fermé
contenant A.

Suite de Cauchy : ∀ε, ∃N,m, n ≥ N⇒ d(xm, xn) < ε.

Espace complet : Toute suite de Cauchy converge. Ex. :
R,Rn,C([a, b])d∞ .

Point fixe de Banach : X complet non vide, f contractante de rapport
k < 1⇒ unique point fixe, atteint par itération.

Compact (séquentiel) : Toute suite a une sous-suite convergente. ⇔
recouvrements finis.
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Bolzano-Weierstrass : Dans Rn, compact⇔ fermé borné. Faux en
dim infinie.

Image continue d’un compact : Compact. Conséquence : extrema
atteints sur un compact non vide.

Connexe : Pas partition X = U t V ouverts non vides. Connexes de R
= intervalles.

TVI généralisé : f : X→ R continue, X connexe⇒ f(X) intervalle.

Théorème de Baire : Espace métrique complet : toute intersection dé-
nombrable d’ouverts denses est dense ; dual : une union dénombrable de
fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

expéditions

expédition 1 : Théorème de Baire et applications
Prérequis : études 6.

Le théorème de Baire (René-Louis Baire, 1899, thèse de doctorat) affirme
qu’un espace métrique complet non vide n’est jamais réunion dénombrable
d’ensembles « petits ». Cette propriété, à première vue technique, fonde les
trois piliers de l’analyse fonctionnelle moderne : Banach-Steinhaus, théorème
de l’application ouverte, théorème du graphe fermé. Elle démontre aussi des
résultats inattendus : au sens de Baire, presque toute fonction continue est
nulle part dérivable, presque tout réel est un nombre de Liouville.
(a) Énoncé (Baire, démontré à l’article 21, utilisé à l’étude 6 et repris ici) :
dans un espace métrique complet, l’intersection d’une suite dénombrable
d’ouverts denses est dense.
(b) Reformulation duale : une réunion dénombrable de fermés d’intérieur
vide est d’intérieur vide.
(c) Théorème de Banach-Steinhaus (1927) : famille d’opérateurs bornée ponc-
tuellement⇒ bornée uniformément.
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(d) Existence générique de phénomènes rares : fonctions partout non déri-
vables (Banach 1931).
(e) Topologie générique : le « type le plus fréquent » n’est pas toujours in-
tuitif.

Le théorème de Baire est l’une des fondations de l’analyse fonctionnelle.

Histoire. René-Louis Baire (1874-1932, mathématicien français), dans
sa thèse de doctorat (Sur les fonctions de variables réelles, 1899), introduit
la notion d’ensemble maigre (réunion dénombrable d’ensembles nulle part
denses) et démontre que R, comme tout espace métrique complet, n’est pas
maigre en lui-même. Cette idée en apparence technique s’est révélée un outil
structurant pour toute l’analyse du XXe siècle.

Énoncé. Soit (X, d) un espace métrique complet (ou, plus généralement,
localement compact) et (Un)n≥1 une suite d’ouverts denses de X; alors leur
intersection

⋂
n Un reste dense. La forme duale s’obtient par passage au

complémentaire : si (Fn)n≥1 est une suite de fermés d’intérieur vide, leur
réunion

⋃
n Fn est encore d’intérieur vide. Le vocabulaire consacré accom-

pagne l’énoncé : on appelle Gδ une intersection dénombrable d’ouverts, Fσ
une réunion dénombrable de fermés, maigre (ou de première catégorie) une
réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses (par exemple un Fσ
d’intérieur vide), et comaigre ou résiduel le complémentaire d’un maigre
(il contient alors un Gδ dense). Sous cette forme brève, le théorème dit que
dans un espace complet le complémentaire d’un maigre est dense.

Applications. Le théorème irrigue toute l’analyse fonctionnelle. Le théo-
rème de Banach-Steinhaus, ou principe de bornitude uniforme, en est la
conséquence la plus directe : pour une famille (Tα) d’opérateurs linéaires
continus d’un espace de Banach X dans un espace normé Y, la bornitude
ponctuelle (supα ‖Tαx‖ < ∞ pour chaque x) entraîne la bornitude uni-
forme (supα ‖Tα‖ <∞). La preuve pose En = {x : supα ‖Tαx‖ ≤ n} :
chaque En est fermé et leur réunion est X tout entier, de sorte que le théorème
de Baire interdit qu’ils soient tous d’intérieur vide ; l’un d’eux contient donc
une boule B̄(x0, r), et l’homogénéité donne alors supα ‖Tα‖ ≤ 2n0/r. Le
même ressort fournit le théorème de l’application ouverte (Banach, 1929),
selon lequel tout opérateur linéaire continu surjectif entre espaces de Banach
est ouvert, ainsi que le théorème du graphe fermé, qui rend continu tout
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opérateur linéaire défini sur tout un espace de Banach, à valeurs dans un
autre Banach, dont le graphe est fermé.
Baire sert aussi à établir l’existence d’objets exotiques par un argument de
généricité. Banach démontre ainsi en 1931 que l’ensemble des fonctions de
C([0, 1]) partout non dérivables est comaigre (il contient un Gδ dense) :
presque toute fonction continue, au sens de Baire, n’est dérivable en aucun
point, si bien que la classe « régulière» que suggère l’intuition est en réalité
l’exception. De même, les nombres de Liouville, ces irrationnels que les
rationnels approchent à toute vitesse polynomiale, forment un Gδ dense de
R : presque tout réel est de Liouville au sens topologique, alors même que
leur ensemble est de mesure de Lebesgue nulle.
Topologie générique et mesure. Une propriété vérifiée sur un Gδ dense
est dite générique. Ces exemples en dégagent la morale : le « typique »
au sens topologique est souvent contre-intuitif, les phénomènes réputés « pa-
thologiques » sont en fait omniprésents, et les objets que l’intuition juge
normaux (fonctions dérivables, nombres rationnels) se révèlent atypiques. Il
faut toutefois se garder de confondre les deux notions de petitesse : la géné-
ricité topologique (complémentaire d’un maigre) et la plénitude en mesure
(complémentaire d’un ensemble de mesure nulle) ne coïncident pas toujours.
L’ensemble de Cantor gras, maigre mais de mesure 1/2, montre qu’un
ensemble peut être petit topologiquement sans l’être en mesure.
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Compte rendu retourné.

Compterendu1:(a)Énoncé.Espacemétriquecomplet(X,d).Soit(Un)unesuited’ouvertsdenses.⋂nUnestdense.
(b)Démonstration.Celledel’article21(boulesferméesemboîtéesderayonstendantverszéro,dontlescentresformentune
suitedeCauchy);onnelarefaitpas.(c)Application:non-dénombrabilitédeR.SupposonsR={xn}n≥1dénombrable.
PosonsFn={xn},ferméd’intérieurvide.R=⋃nFn,maigre.MaisBaireditRnonmaigredanslui-même,contradiction.
Rnondénombrable.(d)Application:Banach-Steinhaus.Miseenplace.XBanach,Ynormé,(Tα)α∈Ifamilled’opérateurs
linéairescontinus.Hypothèse.supα‖Tαx‖<∞pourtoutx.PosonsEn={x:supα‖Tαx‖≤n}.Enestfermé
(intersectiond’ensemblesfermés).X=⋃nEn.Baire:aumoinsunEn0aunintérieur(sinonXmaigre).SoitB̄(x0,r)⊆
En0.Pour‖h‖≤r:‖Tα(x0+h)‖≤n0pourtoutα.Parlinéarité.Tαh=Tα(x0+h)–Tαx0,
‖Tαh‖≤2n0.Donc‖Tα‖≤2n0/rpourtoutα.sup‖Tα‖<∞.(e)Application:fonctionspartout
nondérivables.X=C([0,1])avecnormeuniforme,complet.Pourn∈N∗,posonsAn={f:∃t0∈
[0,1],∀t∈[0,1],|f(t)–f(t0)|≤n|t–t0|}.Anfermé:sifk→funiformémentavecdestémoinstk,extraire
tkj→t0∈[0,1]etpasseràlalimitedans|fkj(t)–fkj(tkj)|≤n|t–tkj|.And’intérieurvide.Démonstration.

Soitf∈Anetε>0.Approcherd’abordf,àε/2près,parunefonctionaffineparmorceauxdepentesbornéesparun
M,puisluiajouterunzigzagz,affineparmorceaux,d’amplitude≤ε/2etdepentes±(n+M+1):lasomme
g+zestàdistance≤εdef,etentoutt0l’undesdeuxcôtésporteunsegmentoùg+zaunepentedevaleur
absolue≥n+1,donc|(g+z)(t)–(g+z)(t0)|>n|t–t0|pourtprochedet0dececôté:g+z/∈An.
DoncAnd’intérieurvide.ParBaire.⋃nAnd’intérieurvide.Orfdérivableenunpoint⇒f∈Anpournassezgrand.
Donc{f:dérivablequelquepart}⊆⋃An,d’intérieurvide.Lecomplémentde⋃AnestunGδdenseformédefonctions
nullepartdérivables;l’ensembledetoutescesfonctionsestdonccomaigre.Lafonctioncontinue«générique»estnullepart
dérivable.(f)Méthoderésumée.ThéorèmedeBaire:dansuncomplet,complémentaired’unmaigreestdense.Applications:
(i)théorèmesd’analysefonctionnelle(Banach-Steinhaus,etc.);(ii)existenced’objets«typiques»(fonctionspartoutnon
dérivables,nombresdeLiouville);(iii)outilde«non-existence»(unobjetesttrop«régulier»pourêtretypique).Outil
structuraldel’analysemoderne.

expédition 2 : Théorème d’Ascoli-Arzelà

Prérequis : études 4.

Le théorème d’Ascoli-Arzelà (Giulio Ascoli 1883, Cesare Arzelà 1895)
caractérise les sous-ensembles relativement compacts de C([a, b]) par deux
conditions : équicontinuité (toutes les fonctions varient « de manière uni-
forme») et bornitude uniforme. Ce théorème est l’un des piliers de l’analyse
fonctionnelle classique : il fournit le critère de compacité dans les espaces de
fonctions et permet l’extraction de sous-suites convergentes, base des théorèmes
d’existence (Cauchy-Peano, Cauchy-Lipschitz, Schauder).
(a) Énoncé : F ⊆ C([a, b]) est relativement compact (adhérence compacte)
ssi F est borné uniformément ET équicontinu.
(b) Définition d’équicontinuité : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀f ∈ F , |x – y| < δ ⇒
|f(x) – f(y)| < ε.
(c) Idée de la démonstration (l’article 22 la donne en entier, on ne la refait
pas) : extraction diagonale sur une partie dénombrable dense, puis passage
à la convergence uniforme par équicontinuité.
(d) Application : théorème de Cauchy-Peano (existence de solutions d’EDO
sans Lipschitz).
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(e) Lien avec la compacité dans les espaces de Banach et le théorème de
point fixe de Schauder (énoncé admis, chapitre 13).

Le théorème d’Ascoli-Arzelà caractérise la compacité dans l’espace des fonc-
tions continues.

Histoire. Giulio Ascoli (1843-1896, mathématicien italien) établit en
1883-1884 la condition suffisante : l’équicontinuité jointe à la bornitude
uniforme assure l’existence d’une sous-suite uniformément convergente. Ce-
sare Arzelà (1847-1912) prouve en 1895 la condition nécessaire et donne
la formulation moderne complète du théorème.

Importance. Au tournant du XXe siècle, l’analyse fonctionnelle naissante
réclame des critères de compacité valables hors de Rn. Le théorème de
Bolzano-Weierstrass, qui identifie compacité et fermé borné, ne fonctionne
plus en dimension infinie ; Ascoli-Arzelà fournit le critère manquant pour
C([a, b]).

Énoncé. Soit (K, d) un espace métrique compact, par exemple K = [a, b].
Une partie F ⊆ C(K,R) est relativement compacte (d’adhérence com-
pacte dans (C(K), d∞)) si et seulement si elle vérifie les deux conditions
suivantes :

• bornitude uniforme : supf∈F ‖f‖∞ <∞ ;
• équicontinuité : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀f ∈ F , ∀x, y ∈ K, d(x, y) < δ ⇒
|f(x) – f(y)| < ε.

L’équicontinuité est une continuité «uniforme en f» : un même δ convient
à toutes les fonctions de F , qui partagent ainsi la même régularité locale.
Le cas le plus fréquent est celui d’une famille équi-Lipschitzienne, où |f(x)–
f(y)| ≤ L|x – y| avec une constante L commune, ce qui entraîne aussitôt
l’équicontinuité.

Démonstration. Elle est donnée à l’article 22 ; on en retient les deux mou-
vements, extraction diagonale sur une partie dénombrable dense de K, puis
promotion de la convergence ponctuelle en convergence uniforme par l’équi-
continuité, et, pour la réciproque, le recouvrement fini de l’adhérence par
des boules, chaque centre étant uniformément continu sur le compact K.

Applications. Le théorème est le moteur de nombreux résultats d’existence.
Le théorème de Cauchy-Peano (1886) affirme que, pour un second membre
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seulement continu, l’équation différentielle y′ = f(x, y), y(x0) = y0
admet au moins une solution locale, sans hypothèse de Lipschitz et donc
sans garantie d’unicité : on se place sur un rectangle compact [x0, x0+a]×
[y0 – b, y0 + b] où M = max |f| existe, puis l’on restreint à [x0, x0 + h]
avec h = min(a, b/M) (tout h ≤ a si M = 0) pour que les polygones
d’Euler de pas h/n y restent ; ils forment alors une famille uniformément
bornée et équicontinue (pente majorée par M), puis Ascoli-Arzelà en extrait
une sous-suite uniformément convergente dont la limite vérifie l’équation.
Le théorème de point fixe de Schauder (1930), qui étend celui de Brouwer
aux convexes compacts d’un espace de Banach, repose sur le même principe
de réduction à la dimension finie et débouche sur des théorèmes d’existence
en équations aux dérivées partielles et en mécanique des fluides (équations
de Navier-Stokes). La compacité de la boule unité de l’espace de Hölder
C0,α([a, b]), 0 < α ≤ 1, muni de sa norme complète dans C([a, b]), autre
conséquence d’Ascoli, est un outil clé en analyse harmonique et en EDP, et
la théorie de la compacité par compensation de Murat et Tartar (années
1970) en prolonge l’esprit pour les problèmes non linéaires. Le théorème a
ses limites, puisqu’il ne concerne que des fonctions continues sur un compact ;
ses extensions portent les noms de Kolmogorov-Riesz pour les espaces Lp et
d’Aubin-Lions pour les problèmes d’évolution.
Philosophie. La compacité dans un espace de fonctions exige deux contrôles
simultanés : que les fonctions ne soient pas trop grandes (bornitude) et qu’elles
ne varient pas trop vite (équicontinuité). C’est ce second contrôle qui vient
remplacer le théorème de Bolzano-Weierstrass, inopérant en dimension in-
finie.
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Compte rendu retourné.

Compterendu2:(a)Énoncé.Kmétriquecompact.F⊆C(K,R).Frelativementcompactssi:(i)supf‖f‖∞<∞
(bornitudeuniforme),(ii)∀ε>0,∃δ>0,∀f∈F,d(x,y)<δ⇒|f(x)–f(y)|<ε(équicontinuité).
(b)Définitionéquicontinuité.Différenceaveccontinuitéuniforme:continuitéuniformeδdépenddef;équicontinuité,
δuniformeenf.Casparticulierimportant.SiFestéqui-Lipschitzienne(∃L,∀f,|f(x)–f(y)|≤L|x–y|),alors
équicontinueavecδ=ε/LpourL>0(siL=0,toutδconvient).(c)Démonstration.Voirl’article22;l’essentiel
estleprocédédiagonaletlerôledel’équicontinuitépourpasserdudénombrabledenseàtoutK.(d)Réciproque.Même
article.(e)Application:Cauchy-Peano.EDOy′=f(x,y),y(x0)=y0,avecfcontinuesurunrectanglecompact
R=[x0,x0+a]×[y0–b,y0+b],M=maxR|f|;ontravaillesur[x0,x0+h],h=min(a,b/M)
(touth≤asiM=0),pourquelespolygonesrestentdansR.Méthodedespolygonesd’Euler:pashn=h/n,
yn(xk+1)=yn(xk)+hnf(xk,yn(xk)).Propriétés.(i)Bornitudeuniforme.|yn(x)–y0|≤M(x–x0)≤b.

(ii)Équicontinuité.|yn(x)–yn(x′)|≤M|x–x′|(pasdepente>M).Donc{yn}équi-Lipschitzienne,L=M.
Ascoli-Arzelà:extractionsous-suiteuniformémentconvergenteynk→y.Vérificationqueyestsolution.yn(x)=

y0+∫xx0f(t,yn(t))dt+εn(x),où|εn(x)|≤hω((1+M)h/n),ωétantlemoduledecontinuitéuniforme

defsurlerectangle(surchaquepasdelongueurh/n,l’intégrandediffèredesavaleuraunœudd’auplusω((1+M)h/n)):
εn→0uniformément.Convergenceuniforme:passageàlalimitedonney(x)=y0+∫xx0f(t,y(t))dt,équivalent

ày′=f(x,y).Existenceprouvée.(f)DifférencePeanovsLipschitz.Peano:existencesansLipschitz,maispasd’unicité.

Exemple.y′=3y2/3,y(0)=0.Solutions:y(x)=0ety(x)=x3.Deuxsolutionsparmêmedonnéeinitiale.
Cauchy-Lipschitz:ajoutdeLipschitzdonneunicité.(g)Application:compactesenEDP.LethéorèmedeRellich-Kondrachov
(analogued’AscolipourSobolev):H1(Ω)↪→L2(Ω)estcompactepourΩbornérégulier.Outilfondamentalen
théoriedesEDP(Lax-Milgram,méthodesvariationnelles).(h)Méthoderésumée.PourdémontrerlacompacitédansC([a,b]):
(1)vérifierlabornitudeuniforme;(2)vérifierl’équicontinuité(souventviauneborneuniformesurladérivéeouLipschitz
uniforme);(3)appliquerAscoli-Arzelà.Conséquence:extractiondesous-suiteuniformémentconvergente.Outiluniversel
pourthéorèmesd’existenceenEDO/EDP.

expédition 3 : Ensemble de Cantor
Prérequis : études 2, 4.

L’ensemble de Cantor (Georg Cantor, 1883) est l’un des objets mathéma-
tiques les plus paradoxaux. Construit par retraits successifs de tiers d’inter-
valles, il est à la fois : compact (fermé borné), totalement discontinu (aucun
intervalle), parfait (tout point est limite d’autres points), de mesure nulle
mais non dénombrable (cardinalité du continu), et auto-similaire. Ces pro-
priétés, à première vue contradictoires, illustrent la richesse insoupçonnée de
la topologie des sous-ensembles de R.
(a) Construction : C0 = [0, 1]. À chaque étape n, retirer le tiers central de
chaque sous-intervalle. C =

⋂
n Cn.

(b) Caractérisation : C = {x ∈ [0, 1] : x =
∑

k≥1 ak/3
k, ak ∈ {0, 2}}

(pas de chiffre 1 dans le développement triadique).
(c) Compact, totalement discontinu, parfait.

(d) Mesure de Lebesgue 0, mais cardinalité 2ℵ0 = c (continuum).
(e) Auto-similarité (fractale), dimension de Hausdorff log 2/ log 3 ≈
0,631.
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L’ensemble de Cantor est l’archétype des objets fractals et un défi à l’intui-
tion.

Histoire. Georg Cantor (1845-1918, mathématicien allemand) intro-
duit cet ensemble en 1883 dans Über unendliche, lineare Punktmannig-
faltigkeiten (« Sur les ensembles linéaires infinis de points »), l’un de ses
travaux fondateurs de la théorie des ensembles, alors qu’il cherchait des
contre-exemples aux conjectures naïves sur la topologie de R.

Construction. On part de C0 = [0, 1] et l’on retire à chaque étape
le tiers central ouvert de chaque intervalle restant : la première étape ôte
(1/3, 2/3) et laisse C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1], la deuxième laisse C2 =
[0, 1/9]∪ [2/9, 3/9]∪ [6/9, 7/9]∪ [8/9, 1], et plus généralement Cn est
la réunion de 2n intervalles fermés de longueur 3–n. L’ensemble de Cantor
est l’intersection C =

⋂
n≥0 Cn. Il admet une description arithmétique

commode : tout x ∈ [0, 1] s’écrit x =
∑

k≥1 ak3
–k avec ak ∈ {0, 1, 2},

et retirer les tiers centraux revient exactement à interdire le chiffre 1, de
sorte que C = {x : ak ∈ {0, 2} pour tout k}. Il suffit de lever l’ambiguïté
des développements triadiques, en convenant par exemple d’écrire 1/3 =
0,0222 . . . plutôt que 0,1000 . . . ; ainsi 1/3 et 2/3 appartiennent bien
à C.

Propriétés paradoxales. L’ensemble C réunit des propriétés en apparence
incompatibles. Il est compact, comme partie fermée (intersection des fermés
Cn) et bornée deR. Il est totalement discontinu, c’est-à-dire qu’il ne contient
aucun intervalle : un intervalle [a, b] non trivial est trop long pour tenir
dans un seul des morceaux de longueur 3–n dès que n est assez grand, et
il rencontre donc forcément un tiers retiré. Il est pourtant parfait, c’est-à-
dire fermé et sans point isolé : en modifiant le développement triadique
d’un point x ∈ C à partir d’un rang de plus en plus grand, on fabrique
des éléments de C distincts de x qui convergent vers lui. Il est de mesure
de Lebesgue nulle, puisque λ(C) ≤ λ(Cn) = (2/3)n pour tout n. Et
malgré cette longueur nulle il a la cardinalité du continu : la correspondance
ak ↔ ak/2 établit une bijection entre C et {0, 1}N, donc une surjection sur
[0, 1] par développement binaire (l’ambiguïté des dyadiques, dénombrable,
ne change pas la cardinalité, par double injection), si bien que |C| = 2ℵ0 =
c et que C contient autant de points que le segment tout entier.
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Fractale. L’ensemble est auto-similaire : C = 1
3C ∪

(
1
3C + 2

3

)
est la

réunion de deux copies de lui-même réduites d’un facteur 1/3. Le théorème
de dimension des ensembles auto-similaires sous condition de l’ouvert (admis
ici) donne d = logN/ log(1/r) pour N similitudes de même rapport
0 < r < 1. Ici leurs images de ]0, 1[ sont disjointes et contenues dans ]0, 1[ :
la condition est vérifiée, d’où une dimension de Hausdorff fractionnaire
dH = log 2/ log 3 ≈ 0,631, intermédiaire entre celle d’un point et celle
d’un intervalle. Topologiquement, C est homéomorphe à l’espace de Cantor
abstrait {0, 1}N muni de la topologie produit, et un théorème de Brouwer
(1910) en donne la réciproque : tout espace métrique compact non vide,
totalement discontinu et parfait lui est homéomorphe, ce qui fait de C un
modèle universel. En modifiant les longueurs retirées (retrancher 1/4, puis
1/16, et ainsi de suite) on obtient l’ensemble de Smith-Volterra-Cantor,
ou «Cantor gras», qui garde la même structure topologique tout en ayant
une mesure strictement positive, par exemple 1/2.
Applications et postérité. L’ensemble de Cantor irrigue plusieurs do-
maines. En théorie de la mesure, il montre qu’un ensemble non dénom-
brable peut être négligeable et sépare nettement le « petit topologiquement»
du « petit en mesure». En théorie des ensembles, il accompagne l’introduc-
tion des cardinaux infinis par Cantor et sa preuve que |R| > |N| (1874,
puis par l’argument diagonal en 1891). En topologie et en dynamique,
l’espace de Cantor abstrait réapparaît partout, des espaces p-adiques à la
dynamique symbolique et à la théorie des codes. Il est enfin le prototype de
l’attracteur fractal, sur lequel s’appuiera Mandelbrot en fondant la théorie
des fractales (1975). L’histoire retient aussi que Cantor eut à subir l’hos-
tilité de Kronecker, pour qui «Dieu a créé les entiers, le reste est l’œuvre
de l’homme»; ses idées sur l’infini actuel comptent aujourd’hui parmi les
sources les plus fécondes des mathématiques modernes.
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Compte rendu retourné.

Compterendu3:(a)Constructionitérative.C0=[0,1].CnobtenudeCn–1enretirantletierscentralouvertde
chaqueintervalleconstituantCn–1.StructuredeCn:2nintervallesfermésdelongueur3–n.Cantor:C=⋂nCn.
(b)Caractérisationtriadique.Théorème.C={x∈[0,1]:xadmetunereprésentationtriadiqueavecak∈
{0,2}∀k}.Démonstration.Les2nintervallesfermésdeCncorrespondentauxpréfixesdelongueurnsur{0,2}.Pour
x∈C,cesintervallesemboîtésdéterminentunesuitedechiffresetleurlongueur3–ntendverszéro,donnant
x=∑ak3–k.Réciproquement,unetellesommeappartientàchaqueCn.Ondemandel’existenced’undéveloppement
sans1,etnoncettepropriétépourtouslesdéveloppements:1/3=0,0222...=0,1000....(c)Compact.
Cbornédans[0,1].Cfermé(intersectiondefermés).Bolzano-WeierstrassdansR:Ccompact.(d)Totalementdiscontinu.
Aucunintervalle⊆C.Si[a,b]⊆Caveca<b,alorsb–a>3–npournassezgrand,maisCnestl’uniond’intervalles
delongueur3–n,donc[a,b]nepeuttenirdansunseulmorceau.Donc[a,b]contientuntrouretiré,contradictionavec
[a,b]⊆C.(e)Parfait.Pourx∈C,ilexiste(xn)∈C\{x}avecxn→x.Démonstration.Représentationtriadique
x=0,a1a2a3...avecak∈{0,2}.Définirxn:mêmedéveloppementquexjusqu’aurangn,puismodifierle

rangn+1(changer0en2ou2en0).xn∈C,xn6=x,|x–xn|≤2/3n+1→0.Doncxestlimited’éléments
deCdistincts,xn’estpasisolé.Cparfait.(f)MesuredeLebesgue0.λ(Cn)=2n·3–n=(2/3)n.C⊆Cn:

λ(C)≤(2/3)npourtoutn.λ(C)=0.(g)Cardinalité.|C|=|{0,2}N|=2ℵ0=c.Calacardinalité
ducontinu.DoncCnondénombrable.Paradoxeapparent:ensembledemesurenullemaisavecautantdepointsque[0,1].
(h)Auto-similaritéetdimensionfractale.C=α(C)∪(α(C)+2/3)oùα(x)=x/3.Cantorestl’unionde2
copiesdelui-même,chacune1/3pluspetite.DimensiondeHausdorff:souslaconditiondel’ouvert,vérifiéeici(théorème
admis),pourNsimilitudesdemêmefacteur0<r<1,d=logN/log(1/r)=log2/log3≈0,6309.
DoncCantoradimension∼0,631.Plusque0,moinsque1.(i)Variantes:ensembledeCantorgras.Aulieuderetirer
1/3,retirer1/4,1/16,1/64,...auxétapessuccessives.Mesuretotaleretirée:∑2n–1/4n=1/2.Doncle
Cantorgrasamesure1–1/2=1/2.MaisstructurellementcommeCantor:compacttotalementdiscontinuparfait.

Démontrequemesurepositiveettotalementdiscontinucoexistent.(j)EspacedeCantorabstrait.{0,1}Navectopologieproduit,

métrisablepard(x,y)=2–min{k:xk6=yk}pourx6=y,etd(x,x)=0.Compacttotalementdiscontinuparfait.
ThéorèmedeBrouwer(1910,admisici):toutespacemétriquecompactnonvidetotalementdiscontinuetsanspointisolé
esthoméomorpheàl’espacedeCantorabstrait,doncàC.Caractérisationuniverselle.(k)Méthoderésumée.Cantorenbref:
constructionparretraititéré,caractérisationtriadiquesimple,propriétésparadoxales(compact+totalementdiscontinu+
parfait+mesurenulle+cardinalitéducontinu+fractal).Apparaîtdanstouslesdomaines:théoriedesensembles,mesure,
topologie,dynamique,théoriedescodes,fractales.Lecontre-exempleuniversel.
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