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AVANT-PROPOS

Ce volume construit les fondements des mathématiques universitaires
en deux cent quatre-vingt-onze articles. Il accompagne le lecteur depuis les
premiers pas dans la langue des définitions et des prenves (oix l'on apprend
que les mots doivent étre tenus, que chaque terme doit garder exactement le
méme sens partout on il apparait) jusquaunx portes de la maitrise, dont le
volume suivant posera les outils : analyse fonctionnelle, algébre commutative,
théorie de la mesure.

La collection Cours articulé de mathématiques est bdtie sur une these
intellectuelle qui traverse les cing volumes, des Eléments 4 la Physique
mathématique : les mathématiques sont la grammaire génératrice par la-
quelle la réalité se compose elle-méme. Non pas un outil forgé pour décrire
la nature, mais la syntaxe interne de ce qui est. Si le volume des Eléments
enseignait les premiers mots (nombre, distance, angle, équation), celui-ci en-
seigne la grammaire : les structures qui gouvernent ces mots et les régles
selon lesquelles ils se combinent. Lordre sur la droite réelle fonde [ analyse;
le groupe isole en trois axiomes le schéma commun & laddition des entiers, 4
la composition des permutations et a la multiplication des matrices; lespace
vectoriel unifie R”, les polyndmes et les fonctions continues sous un méme
toit axiomatique; lespace métrique abstrait la notion de proximité et la
transporte & des objets que R" ne contient pas.

L architecture de ce livre est celle de toute la collection : lunité fonda-
mentale est Lartice, non le chapitre. Chaque article traite une seule idée,
en deux cent cinquante a huit cents mots. Il souvre sur une tension ou un
étonnement, jamais sur une définition séche. Il se ferme sur une phrase qui
fait entendre un principe plus profond que son contenu immédiat. Les ar-
ticles sont regroupés en chapitres et en parties. Les classes d équivalence de la
théorie des ensembles éclairent le quotient 7. / nZ de larithmétique; la divi-
ston euclidienne des entiers éclaire celle des polyndmes. Les mémes principes
(dualité, symétrie, passage du local au global, approximation, linéarisation,
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quotient, fonctorialité) réapparaissent sous des guises différentes a chaque
tournant.

Lire est le premier geste. Mais apprendre la grammaire des mathéma-
tiques exige de la pratiquer, et ce volume accompagne chaque chapitre d’un
programme d'exercices congu pour que le lectenr ne soit jamais abandonné.
Apreés chaque article, de courtes gammes font pratiquer immédiatement
lidée qui vient d’étre exposée. En fin de chapitre, des études-méthodes en-
seignent les techniques fondamentales : résolution d’une équation du second
degré complexe, base et dimension d’un sous-espace, formule de Grassmann,
théoreme du rang, étude complete d’une courbe, longuenr darc, comparai-
son série-intégrale, intégrale de Gauss en coordonnées polaires, méthode de
Newton, z'negdlité; clzwique;. Chacune est introduite par une le;on, puis
mise en ceuvre pas a pas. Un récapitulatif rassemble ces méthodes en une
page. Enfin, des expéditions guidées ménent le lecteur, par étapes, vers un
résultat quil n'aurait pas cru & sa portée : la cycloide brachistochrone, in-
égalité isopérimétrique, le lemme d’échange de Steinitz, les racines de lunité
comme polygones réguliers, l'exponentielle complexe et les formules trigono-
métriques, le théoréme fondamental des courbes planes. Toutes les solutions
sont données, détaillées et généreuses, imprimées a Uenvers au pied de chaque
exercice : le lectenr peut tenter lexercice sans voir la réponse, puis la consulter
en retournant le livre.

Chaque chapitre se termine par un encart Lectures complémentaires
pointant la littérature canonigue pour la suite : Liret-Martinais, Gour-
don, Pommellet en frangais; Rudin, Apostol, Spivak, Strang, Axler en an-
glais; quelques dassiques bistoriques quand c’est écdairant. Une demi-page
dannotations bréves : ce ne sont pas des bibliographies exhaustives mais des
panneaux indicatenrs vers la suite naturelle.

Dix objets compagnons traversent lensemble de la collection comme des
fils rouges (cf: <« Au lectenr ») : le cercle S 1, les entiers 7, [extension @(\/5),
la courbe elliptique y2 — %, le groupe GLg, la fonction ¢ (;), Vespace
L2, lanneau K [X], le groupe symétrique S3, et le tore T2 La licence en
traite plusieurs explicitement : 7, se révéle euclidien, principal, factoriel; S i
devient le groupe des nombres complexes de module 1; S3 apparait comme
le plus petit groupe non abélien; K[X| recoit la division euclidienne et de-
vient le modeéle danneau principal. La conrbe elliptique, le groupe GLy, la
fonction ((s), Vextension Q(v/2), Lespace L? et le tore T? apparaissent
ici en filigrane et seront pleinement développés dans les volumes ultérienrs.
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A cité de ces dix objets canoniques, certains compagnons pédagogiques 7é-
currents en licence ('espace RQ, le polyndme X2 + 1, lexponentielle, les
nombres premiers, le corps fini IF}, ) structurent la progression des chapitres
et seront fréqguemment convoqués comme exemples.

Les derniéres parties du volume ouvrent sur la géométrie euclidienne, la
combinatoire et les probabilités, Iintégration multiple et le calcul numé-
rique : le socle sur lequel la maitrise viendra batir.

Le volume suppose acquis le contenu de lenseignement secondaire : ma-
nipulation algébrique, fonctions usuelles, géométrie du plan et de Uespace,
rudiments de probabilités. Il prépare le lecteur au volume suivant, Maitrise,
qui convre la maitrise : analyse fonctionnelle, théorie de Galois, géométrie
différentielle, distributions, et les outils de transition vers la recherche.

Les notations sont standard. Elles suivent la tradition frangaise : N inclut
zéro, C signifie inclusion large, f: A — B désigne une application, | . || une
norme. Chaque notation nonvelle est définie lors de sa premiére occurrence.

Létudiant qui ouvre ce volume sappréte a passer de la manipulation
des mots a la comprébension des régles qui les gouvernent. Cest un seuil. De

Lautre coté, les mathématiques ne sont plus une collection de recettes : elles
sont un édifice dont on commence & voir le plan.
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AU LECTEUR

Ce cours articule en cing volumes la grammaire par laquelle la réalité se
compose elle-méme : plus de mille trois cents articles de mathématiques, du
premier nombre entier & la correspondance de Langlands et de la brachisto-
chrone a L amplituédre. Lentreprise est vaste. L autenr ne prétend pas quelle
soit sans défauts; il affirme qu'elle est sincére.

Chagque article développe une seule idée, de sa motivation & son interpre-
tation. Les définitions sont encadrées. Les résultats (propositions, théorémes)
sont signalés par leur étiquette en gras; dans les volumes z et 3, les théoremes
majenrs sont en outre encadrés en rouge. Les prenves sont présentes la o
elles édairent, esquissées la on la riguenr compléte aurait obscurci le propos,
et admises lorsque lenr difficulté excéde le cadre de Larticle. Le lecteur saura
distinguer les trois cas.

Dix objets mathématiques traversent la collection comme des fils rouges :
le cercle Sl, les entiers 7, lextension Q(ﬂ), la courbe elliptique y2 =
S %, le groupe GLo, la fonction ¢(s), Vespace L2, lannean K[X], le
groupe symétrique S3, et le tore T2. Du caleul trigonométrique au groupe
dual de Langlands, de Uoscillatenr harmonique & la dualité de Montonen-
Olive, chacun de ces objets réapparait a chaque cycle avec une profondenr
nouvelle. Quand L'un se manifeste, le texte le signale.

Les figures, plus de huit cents an total, ont été dessinées avec le soin
qu'exige un format de poche : chaque trait a une raison d étre, chague label
est dégagé de toute courbe, et la palette se limite & quatre couleurs. Elles ne
remplacent pas la démonstration; elles la précedent. Le lectenr qui regarde
la figure avant de live le théoréme comprendra sonvent I'énoncé avant d’en
avoir lu un mot.

Dans les volumes I a IIL, les chapitres de cours se prolongent par des
exercices gradués (gammes, études-meéthodes, expéditions) dont les solutions
déraillées sont imprimées a lenvers an pied de chague exercice. Le lectenr
qui s’y engage trouvera un pédagogue, jamais un examinateur.
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Le lecteur peut suivre le chemin linéaire ou emprunter les passages trans-
versaux entre volumes. Les volumes I a I1I forment une progression continue
du lycée a la maitrise. Le volume IV s’éléve vers le programme de Lan-
glands; le volume V; vers la physique mathématique. Tous denx supposent
le volume III mais penvent se lire indépendamment Lun de lantre.

Toute erreur signalée est une erveur corrigée.
wdf@clementinium. com



NOTE SUR LES CYCLES

Les cing volumes de la collection accompagnent une progression, des premiers
objets mathématiques anx questions de recherche :

« Eléments (1) : les mathématiques de lenseignement secondaire, de
Larithmétique aux premiéres prenves.

» Licence (II) : les fondements des érudes universitaires de mathématiques.
* Maitrise (III) : les approfondissements et la préparation a la recherche.

* Correspondances (IV) : le cycle de recherche, du corps de classes au
programme de Langlands.

* Physique mathématique (V) : le cycle de recherche, des symétries aux
cordes.

Ces niveaux orientent la lecture sans imposer un calendrier universitaire.
Les parties et les chapitres donnent les étapes du parcours; le rythme dépend
des acquis du lectenr et des questions qu’il soubaite approfondir.

Les volumes I, II et III construisent successivement les pre’rfqm'; qui per-
mettent daborder le suivant. Le lecteur peut entrer directement au nivean
dont il possede les acquis. Les volumes IV et V partagent le socle de la Mai-
trise et penvent étre lus indépendamment l'un de Lautre. Les passerelles en
début de volume précisent le changement de perspective.
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nombre d’Euler (e = 2,718)
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somme, produit

factorielle, coefficient binomial
unité imaginaire, 2=-1
conjugué, module, argument
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vecteur u

composée de fet ¢
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DES ELEMENTS A LA LICENCE

1l y a un moment, dans lapprentissage des mathématiques, on les ré-
ponses cessent d'étre le but et on les questions prennent leur place. Ce moment
est celui que vous franchissez maintenant.

Au lycée, un théoréme érait un outil : on L appliquait pour résoudre un
exercice, puis on passait an suivant. En licence, un théoréme devient un
objet : on le démontre, on en cherche les limites, on se demande ce qui se
passe quand on affaiblit ses hypothéses. La dérivée, que vous savez calculer,
sera refondée sur la complétude des réels. Les vecteurs, que vous manipuliez
dans le plan, vivront dans des espaces de dimension quelconque. Le hasard,
que vous saviez quantifier, reposera sur les axiomes de la mesure.

Ce n'est pas que les mathématiques deviennent plus difficiles. Elles de-
viennent plus profondes. Et la profondeur, une fois atteinte, simplifie tout :
cest en comprenant pourquoi un résultat est vrai que lon cesse davoir
besoin de le mémoriser.

La grammaire du réel, dont les Eléments ont posé les premiers mots,

attend maintenant sa I}/ﬂtﬂx‘d



Premicre partie

Apprendre a lire les
mathématiques

La licence commence par la langue. Les énoncés et leur négation, les
connecteurs d’implication et d’équivalence, les quantificatenrs uni-
versel et existentiel fixent ce quune phrase mathématique affirme
au juste; les ensembles, avec lappartenance et linclusion, fournissent
les objets; les applications les relient, avec injectivité, la surjectivité
et la bijectivité. Ces conventions portent chaque définition et chaque
démonstration du volume.



CHAPITRE 1

CE QUEST UN ENONCE MATHEMATIQUE

Avant de calculer quoi que ce sot, il fant apprendre a dire quelque chose
que lon puisse juger vrai ou faux. Ce chapitre pose la premicre pierre :
qu'est-ce quun énoncé mathématique, et en quoi differe-t-il d’une phrase or-
dinaire? La langue conrante tolere le flou, Uimplicite, lambiguité féconde;
les mathématiques exigent que chague mot soit tenu. En apprenant a for-

mauler, puis & nier un énoncé, le lecteur déconvre que la rigueur n'est pas un
carcan : cest la condition méme pour que la pensée avance sans trébucher.
Articles de ce chapitre :

00I.

002.

003.

004

005.

006.

007.

Quand la langue ordinaire ne suffit plus — La souplesse du langage
courant devient dangereuse quand il faut raisonner avec précision.
Dire quelque chose qu'on puisse juger — Les symboles viennent apres;
avant eux, il y a des énoncés : des phrases qu'on peut juger.

Ce qui manque sonvent a une phrase — Une phrase peut n'étre ni
absurde ni un énoncé : elle est simplement incompléte.

Une vérité mathématique n'est pas une impression — « on voit bien
que » na pas de valeur mathématique : il faut pouvoir démontrer.
Enoncé faux ou expression mal définie — Toutes les difficultés ne sont
pas au méme niveau : faux 7 mal défini.

Les mathématiques commencent par des distinctions de langage —
Aucun grand théoréme n'a été démontré dans ce chapitre.

Premiére opération sur un énoncé : la négation — On ne nie ni une
consigne ni une expression mal définie : on nie une affirmation dé-
terminée.

I. QUAND LA LANGUE ORDINAIRE NE SUFFIT PLUS.

Un seul mot peut changer les nombres que lon retient. On de-

mande de retenir les entiers « divisibles par 2 ou par 3 ». Faut-il
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retenir 62 Il est divisible par chacun des deux nombres. Tout dé-
pend donc de ce que le mot « ou» autorise.

Si la consigne exige an moins une des deux propriétés, 6 convient :
satisfaire les deux ne disqualifie pas. Cest le sens du « ou » inclusif,
adopté en mathématiques sauf indication contraire.

Si elle exige exactement une des deux propriétés, 6 ne convient plus.
Il faut alors écrire : « divisible par 2 ou par 3, mais pas par les
deux ». Cest le « ou» exclusif.

Les nombres 2 et 3 conviennent dans les deux lectures; le nombre
5 ne convient dans aucune. Cest 6 qui révele la différence. Aucun
calcul difficile n*était nécessaire : il fallait savoir quelle condition
on demandait de satisfaire.

Dans la conversation, le contexte permet souvent de compléter ce
qui n'est pas dit. En mathématiques, il peut fixer le domaine, les
objets et les conventions; il faut pouvoir les retrouver sans ambi-
guité. Une phrase ne se lit pas isolément des hypotheses qui la
gouvernent.

rEMARQUE 11 : Les mathématiques ne demandent pas des mots
plus nobles ni des phrases plus longues. Elles demandent des mots
tenus : chaque terme doit garder le sens fixé dans le contexte ot il
apparait. Elles n’exigent pas que tout soit compliqué. Elles exigent
que les distinctions soient tenues : vrai ou faux, bien défini ou mal
défini, démontré ou non démontré. Cela ne signifie pas que nous
sachions décider la vérité de tout énoncé.

Le premier geste mathématique n'est donc pas de calculer. Cest
de formuler quelque chose qu'on puisse juger, et c’est déja un art.
Dans les exercices qui suivent, les phrases sont lues sans valeur de
variable déja fixée, sauf indication contraire. Avoir une valeur de
vérité ne signifie pas que nous sachions la déterminer.

Le premier exercice compare les deux lectures de « ou > sur une méme liste
d'entiers. Le second fait décider si une approximation verbale est suffisam-
ment precise.
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* Parmi les entiers de 1 a 12, retenez ceux qui sont divisibles par 2 ou
par 3. Donnez la liste (1) si au moins une des deux propriétés suffit; (2) si

exactement une des deux est exigée. Quels nombres font la différence?
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* « Le nombre m est a peu prés 3,14. » Est-ce un énoncé mathématique?
Pourquoi ?
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2. DIRE QUELQUE CHOSE QU’ON PUISSE JUGER.

Avant les symboles, avant les formules, il y a un geste plus élé-
mentaire : prononcer une phrase dont on puisse dire si elle est
vraie ou fausse. Beaucoup détudiants croient que les mathéma-
tiques consistent surtout a manipuler des symboles. Les symboles
viennent aprés. Avant eux, il y a des énoncés : des phrases quon
peut juger.

Considérons cinqg phrases :

24+3=5 ; 7 est premier ; x+1>0.

« Ferme la porte.»  « Quel temps fera-t-il demain ? »

Les deux premitres sont des énoncés mathématiques au sens le
plus simple : chacune affirme quelque chose, et cette affirmation
peut étre jugée vraie ou fausse. La troisi¢éme ressemble 4 un énoncé,
mais elle reste suspendue tant que l'on ne sait pas ce qu'est x. La
quatrieme est une consigne. La cinquieéme est une question. Ni
'une ni l'autre ne se prétent au verdict vrai ou faux.
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pEFmvIrion 21 : Dans le cadre de la logique classique adopté
ici, on appelle proposition ou énoncé mathématigue une phrase
affirmative qui, une fois son contexte et son interprétation
fixés, possede une valeur de vérité : vraie ou fausse. Cette
valeur peut nous étre inconnue.

Un raisonnement mathématique ne travaille pas sur n’importe
quelle phrase. Il travaille sur des énoncés. Cest 4 partir d’eux que
Ton construit des preuves, que I'on tire des conséquences, que 'on
identifie des erreurs. Les énoncés sont, en quelque sorte, la matiere
premiére du raisonnement.

REMARQUE 2.2 : Dans d’autres textes, on rencontre aussi le mot as-
sertion. Dans ce volume, nous garderons surtout « énoncé », plus
naturel en frangais, mais les trois termes désignent le méme objet
logique.

La définition est courte. Elle oblige pourtant 4 une grande disci-
pline : une phrase vague n'est pas encore un énoncé, une phrase
suggestive n’est pas encore un énoncé, une phrase incomplete n'est
pas encore un énoncé. Reconnaitre ce qui est un énoncé et ce qui
ne lest pas, cest le premier pas vers le raisonnement, et peut-étre
le plus décisif. Dans la logique classique de ce volume, la bivalence
fournit ainsi un premier appui au raisonnement; elle ne se confond
pas avec la capacité de trouver une preuve ou une réfutation.

Le premier exercice fait classer des phrases en énoncés et non-énoncés. Le
second fait identifier la valenr de vérité dun énoncé.

* Classez chaque phrase : énoncé, question, consigne, ou phrase incompléte.
(1) 3 +4 = 8. (2) Résoudre =4 (3) Tout carrvé est positif. (4) n est
pair. (5) Combien font 7 X 82
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* Pour chaque énoncé, donnez sa valeur de vérité. (1) Vi = 2
(2) 0,999 ... = 1. (3) I existe un entier n tel que n? =2
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3. CE QUI MANQUE SOUVENT A UNE PHRASE.

Vorcr une écriture que tout le monde reconnait :
2
x-1=0.

Elle n’est pas absurde. Mais prise seule, sans valeur de x fixée par le
contexte, elle n’est pas encore un énoncé. Affirme-t-on quelle est
vraie pour tout réel x ? Qu’il existe au moins un x qui la satisfait ?
Cherche-t-on les valeurs de x pour lesquelles elle est vraie ? Sans
cette précision, la phrase reste en suspens, comme une question a
laquelle il manque le point d’interrogation.

En revanche, les deux phrases suivantes sont bien des énoncés :

« 1l existe un réel x tel que x> -1 = 0. »

« Pour tout réel x, on a x> =1 = 0. »

La premicre est vraie : il suffit de prendre x = 1. La seconde est
fausse : il suffit de prendre x = 0 pour la contredire. L'expression
x? =1 = 0 est la méme dans les deux cas. Ce qui change, ce sont
les mots qui 'encadrent, et ces mots renversent le verdict.

rEMARQUE 3.1 : En mathématiques, les termes les plus discrets sont
souvent les plus décisifs. « I/ existe » et « pour tout » ne sont pas
des commentaires que lon ajoute 4 une expression : ils en fixent
la portée. Le premier localise, le second universalise. Si x n’est pas
déja fixé, un quantificateur et un domaine donnent a 2 -1=0
la portée qui lui manque. Fixer x = 1 est une autre possibilité :
Iégalité devient alors vraie. Dans les deux énoncés précédents, le
changement de quantificateur renverse le verdict; ce n'est pas tou-
jours le cas. Cette opposition entre local et global traverse toute



8 APPRENDRE A LIRE LES MATHEMATIQUES

la mathématique : affirmer lexistence d’un objet qui satisfait une
condition, ou affirmer qu’elle vaut partout, sont deux gestes fon-
damentalement différents, et c’est leur distinction qui rend le rai-
sonnement possible.

Nous reviendrons longuement sur ces deux tournures, que l'on
appelle des guantificateurs. Pour l'instant, il suffit de retenir ceci :
une phrase peut avoir tous les atours d’un énoncé mathématique et
n’en étre pas un. Ce qui lui manque, c’est le cadre qui fixe son sens :
une valeur déja fixée, ou une quantification sur un domaine précisé.
Sans ce cadre, la phrase flotte entre le vrai et le faux sans se poser
nulle part, et le raisonnement ne peut méme pas commencer.

Le premier exercice fait compléter une phrase incompléte de denx manieres
opposées. Le second fait identifier ce qui manque & une phrase pour devenir
un énonce.

* La phrase « 2> x> et incompléte. Complétez-la de deux fagons pour

obtenir un énoncé vrai et un énoncé fanx.
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* Que manque-t-il a chague phrase pour devenir un énoncé? (1) 2n + 1 est
impair. (2) f est croissante. (3) AN B = .
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4. UNE VERITE MATHEMATIQUE N’EST PAS UNE IMPRESSION.

On dit volontiers « c’est évident », « on voit bien que », « cela doit
étre vrai ». Ces tournures ont parfois une utilité psychologique.
Elles n’ont aucune valeur mathématique. Pourquoi ? Parce qu'en
mathématiques, la conviction ne remplace pas la démonstration.
Justifier un énoncé ne consiste pas 2 le trouver plausible. On peut
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sappuyer sur un résultat déja établi, ou le démontrer a partir de
définitions, d’hypotheses et de faits admis. La vérité dans une inter-
prétation donnée et la démontrabilité dans un systeme fixé restent
deux notions distinctes.

II faut distinguer trois niveaux, que l'on a tendance 4 confondre :
une phrase plausible, une phrase vraie et une phrase démontrée.

exempre : Tous les nombres impairs sont premiers.

Cet énoncé est parfaitement bien formé. On peut lui attribuer une
valeur de vérité. Il est faux. Il suffit de considérer 9 = 3 X 3 : cest
un nombre impair qui n’est pas premier. Ici, le verdict est rapide.
Mais il a fallu exhiber un contre-exemple pour I¢établir, non se fier
a une impression.

exempLE : La somme de deux nombres Pdl.}".f 651‘1741'}"6.

Cet énoncé est vrai. Mais pour entrer dans un raisonnement rigou-
reux, il faut encore savoir pourquor il est vrai. Une démonstration
élémentaire suffit : si 2 = 2m et b = 2n, avec m, n entiers, alors

a+b=2m+ 2n=2(m+ n),

de sorte que 2+ b est pair. Le passage de I'intuition 4 la preuve est
comme le passage d’un croquis au dessin darchitecte : il ne sagit
pas de compliquer, mais de rendre visible la raison pour laquelle
I'énoncé tient.

REMARQUE 4.1 : Une vérité mathématique ne suffit pas isolée. Pour
servir de point d’appui 4 un raisonnement, elle doit prendre place
dans un réseau de raisons : des définitions, des hypotheses, des
étapes logiques. Clest ce réseau qui distingue une conviction d’une
démonstration, et cest en lui que réside toute la force opératoire
des mathématiques.

Apprendre a démontrer, c’est donc apprendre a rendre compte de
ses raisons, et cette exigence, loin de freiner la pensée, lui donne
sa portée.
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Le premier exercice fait distinguer impression et démonstration. Le second
fait produire un contre-exemple pour réfuter un énoncé plausible.

* « La somme de deux nombres impairs est impaire. » Vrai ou faux?

Justifiez.
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* « Si n est premier, alors 2" - 1 est premier. » Testez pour n = 2,3,5,7.

Puis essayez n = 11.
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§. ENONCE FAUX OU EXPRESSION MAL DEFINIE.

Une phrase qui ne fonctionne pas peut échouer de deux manieres
tres différentes. Confondre ces deux échecs, c’est se condamner 4 ne
comprendre ni 'un ni autre. Un énoncé peut étre faux : il affirme
quelque chose de précis, mais cette affirmation est inexacte. Une
expression peut aussi échouer en amont, avant méme de produire
un énoncé : elle prétend désigner un objet, mais cette désignation
ne tient pas.

exemprLe : Le plus grand nombre premier existe.

Cette phrase est bien formée. Elle affirme quelque chose de clair :
il existe un nombre premier qui est plus grand que tous les autres.
Cest un énoncé. Il se trouve qu’il est faux, car on sait depuis
Euclide qu’il y a une infinité de nombres premiers. Mais au moins,
la phrase dit quelque chose que I'on peut juger.

CONTRE-EXEMPLE : Le nombre réel le plus proche de zéro sans lui étre

égal.

Ici, la situation est tout autre. Ce groupe de mots ne dit rien de
vrai ni de faux. Il tente de désigner un objet, mais cette désignation
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échoue : il nexiste pas de réel non nul dont la valeur absolue soit
strictement inférieure a celle de tous les autres réels non nuls :
aussi proche de zéro que l'on choisisse un réel » # 0, le réel /2
(de méme signe que r) est encore plus proche de zéro. L'expression
ne parvient donc pas a fixer un objet. Clest un mirage verbal : la
phrase semble pointer vers quelque chose, mais il n’y a rien au
bout du doigt.

rEMARQUE 5.1 : 1l faut apprendre 4 reconnaitre ces deux situations.
Dans le premier cas, la phrase est un énoncé qui affirme quelque
chose d’inexact. Dans le second, 'expression ne parvient méme pas
a poser correctement ce qu'elle prétend désigner. Une phrase nette
peut étre fausse. Une expression d’apparence raisonnable peut étre
mal définie. Savoir distinguer ces deux défaillances est I'une des
premiéres compétences que le raisonnement mathématique exige,
et 'une des moins enseignées.

Avant de juger si une phrase est vraie ou fausse, il faut d’abord
vérifier quelle parvient a dire quelque chose, et cest cette vigilance
qui ouvre la voie aux définitions rigoureuses.

Le premier exercice fait distinguer « faux » et « mal défini ». Le second
fait identifier une expression qui ne désigne rien.

* Classez : faux ou mal défini? (1) V2 est rationnel. (2) Le Plus petit réel
strictement positif. (3) 1 = 0.
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* « Le plus grand nombre premier. » Est-ce un objet bien défini? Justifiez.
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6. LES MATHE’MATIQUES COMMENCENT PAR DES DISTINCTIONS DE LAN-
GAGE.

Avcun grand théoréme n’a été démontré dans les articles qui pré-
cedent. Aucune formule n’y a été établie pour elle-méme : les rares
calculs rencontrés ne servaient qua montrer ce quest une preuve.
Et pourtant, quelque chose d’essentiel a été posé : les distinctions
sans lesquelles aucun théoréme ne peut étre lu correctement.
Une proposition n'est pas une question. Un énoncé n'est pas une
consigne. Une phrase compléte n'est pas une phrase incomplete.
Une vérité démontrée n’est pas une impression plausible. Un ob-
jet bien défini n'est pas une formule d’apparence raisonnable qui
échoue a désigner quoi que ce soit.

rEMarQUE 61 : Ces distinctions paraissent simples. Elles le sont
dans leur formulation. Elles le sont beaucoup moins dans la pra-
tique, car elles préfigurent un principe plus profond : en mathé-
matiques, la premiére étape de toute construction est de fixer sans
ambiguité ce dont on parle. Définir un ensemble, énoncer un théo-
réme, conduire une preuve, tout commence par une phrase dont
le statut logique est clair. C’est exactement le travail que I'axioma-
tique reprendra a grande échelle : poser des régles de langage si
précises que le raisonnement puisse avancer a partir d’un contexte
explicité, sans dépendre d’une intuition tacite.

Les mathématiques ne sont pas exigeantes par gotit de la compli-
cation. Elles sont exigeantes parce quelles refusent les glissements
silencieux que la langue ordinaire tolere. Le travail de ces premiers
articles était d’apprendre 4 remarquer ces glissements; larticle sui-
vant engage la premiére opération sur les énoncés, la négation. Clest
un travail modeste en apparence, mais tout ce qui suit repose sur
lui, comme un édifice repose sur ses fondations, invisibles mais
porteuses.

L article est une synthése. Lexercice fait récapituler les distinctions du cha-
pitre en dassant une liste de phrases.
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* Classez chaque phrase dans la bonne catégorie : énoncé vrai, énoncé faux,

phrase incompléte, consigne, question, expression mal définie. (1) 210

1024. (2) Calculer 3\. (3) x > 5. (4) Le réel dont le carré vaut -1. (5) Tout
nombre pair est divisible par 4. (6) Quelle est la valeur de T2
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7. PREMIERE OPERATION SUR UN ENONCE : L4 NEGATION.

AFFIRMER est un premier geste. Le second, tout aussi fondamental,
est de contredire. Dés qu’un énoncé est bien formé, on peut lui ap-
pliquer une opération logique simple : le nier. Mais attention : on
ne nie ni une consigne ni une expression mal définie. On nie une
affirmation déterminée, et 'on obtient une nouvelle affirmation
déterminée.

propPoSITION 7.1 : La négation d’un énoncé mathématique est en-
core un énoncé mathématique.

PrEUVE commeNTEE : Soit P un énoncé. Deux cas seulement sont
possibles : P est vrai ou P est faux. Si P est vrai, alors « zon P> est
faux. Si P est faux, alors « zon P» est vrai. Dans les deux cas, la
phrase « zon P> regoit une valeur de vérité. C’est donc un énoncé.

Le principe est clair. Mais la mise en pratique réserve des surprises.
EXEMPLE : 2 est pair. Négation : 2 n'est pas pair.

Ici, la négation est immédiate : on remplace la propriété par son
contraire.

xempLE : Il existe un entier n tel que n? =9, Négation : pour tout
entier n, n® # 9.

Pour nier lexistence d’un objet satisfaisant une condition, on af-
firme qu’aucun objet ne la satisfait.

exearpre - Pour tout véel x, x> > 0. Négation : il existe un réel x tel
que %2 < 0.
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La négation d’un « pour tout » devient un « i existe ». On ne nie
pas cette phrase en écrivant « pour tout réel x, %% < 0» : ce serait
affirmer que fous les carrés sont négatifs, ce qui est bien plus fort
que la négation correcte.

Ce dernier exemple révele un point essentiel : on ne nie pas un
énoncé en y glissant simplement « ze... pas». Il faut regarder la
structure logique de la phrase. Quand un « pour tout » apparait, la
négation le transforme en « 7/ existe », et réciproquement. La néga-
tion n'est pas un geste mécanique sur les mots; c’est une opération
sur la structure.

Pour des énoncés P, Q, avec le « ou » inclusif; cette lecture donne
aussi les régles suivantes (les équivalences signifient que les deux
cotés ont toujours la méme valeur de vérité) :

=P =P
~(PAQ) = (=P) V (—Q),
~(PV Q) = (=P) A (—Q).

La premicre se lit en niant deux fois. Pour les deux autres, dites
lois de De Morgan, nier que les deux énoncés soient vrais signifie
qu'au moins I'un est faux; nier quau moins 'un soit vrai signifie
que les deux sont faux. Leur traduction en ensembles sera reprise
au chapitre 2.

REMARQUE 7.2 : Léchange entre « pour tout » et «il existe» sous
leffet de la négation est un premier exemple de dualité : deux
notions que l'on croit distinctes se trouvent liées par une opération
qui transforme I'une en l'autre. Cette symétrie réapparaitra dans les
lois de De Morgan (pour des ensembles, le complémentaire d’une
union est I'intersection des complémentaires, et réciproquement)
et, bien plus loin, dans la dualité¢ entre un espace et son dual.
Reconnaitre de telles symétries est P'un des fils conducteurs de
toute la mathématique.
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CONTRE-EXEMPLE @ < TVO%U@V un nombrf Preml‘er P[”J g}’ﬂnd que
10. »

Cette phrase n'est pas un énoncé : c’est une consigne. On ne peut
pas en prendre la négation.

La négation est le premier outil que la logique offre pour trans-
former un énoncé, et apprendre a l'utiliser correctement, c’est déja
apprendre A raisonner.

Le premier exercice fait écrire la négation d’énoncés simples. Le second fait
nier un énoncé avec quantificateur en inversant « pour tout » et <« il

existe ».

* Ecrivez la négation de : (1) 5 est pair. (2) V9 = 3. (3) Tout triangle a
trois cotes.
eusSuo ¢ 3ps0ddo 21119 ap anafes 9p Pou0U [IANOU UN 152 UONEIU ¥
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* Ecrivez la négation de : (1) Pour tout réel x, 4+ 1>0. (2) 1l existe un
entier n tel que n? = 5. (3) Pour tout entier n > 1, 2" > n.
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METHODES

Etude 1. x METHODE : reconnaitre un énoncé mathématique

Un énoncé est une phrase a laquelle on pent attribuer vrai ou faux. Ce n'est
ni une question, ni une consigne, ni une phrase incompléte (variable ni fixée
par le contexte ni quantifice), ni une expression mal définie. Le premier
réflexe face & une phrase : peut-on lui attribuer vrai ou faux? Si ous, c'est
un énoncé. Si non, identifier ce qui manque ou ce qui échoue.
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Parmi les phrases suivantes, lesquelles sont des énoncés ? Pour chaque non-
énoncé, expliquez pourguoi. (i) 7T X 8 = 54. (1z) Soit x un réel. (iii) n! > 2".
(7v) Le cercle de rayon -1.

(a) Classez chaque phrase.
(b) Pour les énoncés, donnez la valenr de vérité.

(c) Résumez la méthode.
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Ftude 2. * METHODE : distinguer faux et mal défini

Un énoncé faux dit quelque chose de précis mais d’inexact. Une expression
mal définie ne parvient pas a désigner un objet. Avant de juger vrai on
faux, vérifier que chague terme de la phrase désigne bien un objet. St un
terme échoue & désigner, la phrase est mal définie, pas fausse.

Classez : faux ou mal défini? (i) T est rationnel. (iz) Le plus petit élément
de 10, 1[. (ii) (-1)! = -1. (iv) L'ensemble de tous les ensembles, dans le
cadre usuel de Zermelo-Fraenkel.

(a) Pour chaque phrase, identifiez si les termes sont bien définis.
(b) Classez.

(c) Résumez.
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Etude 3. **x METHODE : drire la négation d’un énoncé

Pour nier un énoncé, en conservant le domaine des variables : (1) identifier
la structure logique (quantificatenrs, connecteurs); (2) inverser les quantifi-
cateurs (N <> 3); (3) nier la propriété interne (= devient #, > devient <,
etc.). Ne pas se contenter de glisser < ne... pas » dans la phrase : cela peut
produire un énoncé plus fort que la négation correcte.
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FEcrivez la négation de : (i) Pour tout entier n > 1, n! > 2L )1
existe un réel x tel que sinx = 2. (i) Soit (un) une suite réelle et £ un
réel : pour tout € > 0, il existe un entier naturel N tel que pour tout entier
naturel n > N, |u, — €] < €.

(a) Identifiez la structure de chaque énoncé,
(b) Appliquez les régles de négation.

(c) Résumez.
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Etude 4. x* METHODE : réfuter un énoncé par un contre-exemple

Pour montrer quun énoncé universel (Vx, P(x)) est faux, un seul contre-
exemple suffit : exhiber un xq tel que P(x0) est fanx. Un contre-exemple ne
prouve pas que P est « toujours fanx > ; il prouve que P n'est pas « toujours
vrai ». Cest la négation exacte de Vx, P(x).

Réfutez chaque énoncé par un contre-exemple. (i) Pour tout entier n > 2,
2" — 1 est premier. (i5) Pour tous réels x,y, |x + y| = |x| + ). (i) Toute
fonction f: R — R continue est dérivable.
(a) Trouvez un contre-exemple pour chaque énonce.

(b) Vérifiez que le contre-exemple satisfait les hypothéses mais pas la conclu-
ston.

(c) Résumez.
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Etude s. xx METHODE : compléter une phrase en énoncé

Une phrase contenant une variable (x, n, f, etc.) qui n'est ni fixée par le
contexte ni quantifice reste onverte. Pour la compléter, on peut fixer sa valeur
on : (1) ajouter un quantificatenr (N ou 3); (2) préciser le domaine de la
variable (entier, réel, fonction, etc.). Le choix du quantificateur change le
sens : N universalise, 3 localise. Le méme prédicat pent donner un énoncé
vrai ou faux selon le quantificateur.

, 2 . , / 0
Complétez « n° —4n + 3 = 0 » de quatre maniéres : un énoncé vrai
avec 3, un énoncé fanx avec 3, un énoncé vrai avec N, un énoncé faux avec

V.
(a) Trouvez les racines de n? - 4dn+3=0.
(b) Construisez les quatre énoncé.

(c) Résumez.
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Ftude 6. +*x METHODE : analyser la structure logique d’une définition

Une définition mathématique fixe le sens d’un terme de maniére univoque.
Pour vérifier qu'une définition est corvecte : (1) chagque mot est-il tenu (sens
unique)? (2) chaque variable est-elle quantifice ou fixée? (3) Si la définition
prétend nommer un objet précis (« le X tel que... » ), cet objet existe-t-il? (4)
Est-il unique? (Une définition de prédicat ou d'ensemble, elle, reste correcte
méme sans instance : l'ensemble vide est un ensemble bien défini.) Une
définition n’est ni vraie ni fausse : elle est bien formée on mal formée.

Analysez la définition : « Un nombre premier est un entier supérieur on
égal a 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et lui-méme. »
(a) La définition est-elle bien formée? Chaque terme est-il tenu?
(b) Vérifiez sur des exemples : 7, 9, 1, 2.

(c) Pourquoi 1 est-il exclu ? Que se passerait-il si on lincluait?
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RECAPITULATIF DES METHODES

RECONNAITRE UN ENONCE : Peut-on dire vrai ou faux? Si ous, énoncé.
Sinon : question, consigne, déclaration, phrase incompléte, ou expression mal

définie.

FAUX VS MAL DEFINI : Faux = affirme quelque chose d’inexact. Mal
défini = ne parvient pas a désigner un objet. Vérifier les termes avant de
Juger.

NEGATION : V <+ 3, puis nier la propriéré. Ne pas glisser < ne... pas »

mécaniquement.

CONTRE-EXEMPLE : Un seul suffit pour réfuter Nx, P(x). Mille exemples

ne prouvent pas Nl sans convrir tout le domaine.

COMPLETER EN ENONCE : Variable non fixée — fixer sa valenr, on

ajouter quantificatenr + domaine. Le choix peut changer le verdict.

DEFINITION : Chaque mot tenu, chaque variable fixée; si un objet précis

est nommé, il doit exister (et étre unique si requis).

EXPEDITIONS

EXPEDITION I : LE PARADOXE DU BARBIER
Prérequis : études 2, 6.

Dans un village, un barbier, lui-méme babitant du village, rase exacte-
ment les babitants qui ne se rasent pas enx-mémes. Le barbier se rase-t-il
lui-méme?
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(a) Supposons que le barbier se rase lui-méme. Que dit la régle?

(b) Supposons qu’il ne se rase pas lui-méme. Que dit la régle?

(c) Les deux hypothéses ménent a une contradiction. Conclusion ?

Indication + 5 le bapbier s rase, i fs parte de cu qui s rasent ux-mémes, donc le barbier ne devrait pas e rasr (contradiction)

St le barbier ne se rase pas, il fart partic de ceuse que le barbier doit raser, done il devrait se raser (contradiction).

(d) Comparez avec l'expression « l'ensemble de tous les ensembles qui ne se
contiennent pas eux-mémes ». Cest le paradoxe de Russell (1gor).

(e) Que nous apprend ce paradoxe sur les définitions?

Le paradoxe du barbier est la version populaire du paradoxe de Rus-
sell : Uensemble R = {x : x & x} ne peut exister sans contradiction
(R € R & R & R). Ce paradoxe a provoqué une crise des fondements an
début du xx° siécle et conduit & | axiomatique de Zermelo-Fraenkel, qui res-
treint la_formation des ensembles : on ne forme plus librement {x : P(x)},
le schéma de séparation permet de sélectionner les éléments vérifiant P a
Uintérieur d'un ensemble déja donné. D autres axiomes autorisent d autres
constructions. La legon pour ce chapitre : une expression dapparence raison-
nable peut étre mal définie. Le langage ordinaire permet de formuler des
phrases qui semblent sensées mais qui contiennent une auntoréférence destruc-
trice. Les mathématiques interdisent cette antoréférence non contrélée, celle
qui engendre une contradiction sans quancune régle ne vienne lencadrer,
et cest cette discipline qui évite ce type précis de contradiction. (Une autoréfe-
rence soigneusement encadrée, elle, pent étre féconde : le théoréme de Godel,
Plus loin dans ce chapitre, en donnera un exemple central.)
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EXPEDITION 2 : QUARANTE EXEMPLES NE FONT PAS UNE PREUVE
Prévequis - études 4.

Le polynéme P(n) = n? +n+41 produit des nombres premiers pour
n=0,1,2,...,39. Est-ce une preuve que P(n) est toujours premier?
(a) Verifiez que P(0) = 41, P(1) = 43, P(2) = 47, P(3) = 53 sont
tous premiers.
(b) Calculez P(40). Factorisez.
Indication : P(40) = 1600 + 40 + 41 = 1681 = 412,
(c) Pourquoi P(40) devait-il étre composé? Calculez P(41).
Indication : P(41) = 412 + 41 4+ 41 = 412 4 2 x 41 = 41(41 + 2) = 41 x 43.
(d) Que prouve cet exemple sur la relation entre vérification expérimentale
et prenve?

(e) Connait-on un polyndme qui ne produit que des premiers pour tout
entier naturel n?

Le polynéme d’Euler n? + n + 41 est premier pour n = 0, . .., 39 (qua-
rante valeurs consécutives), mais P(40) = 412 ext composé. Cest L'un des
exemples les plus frappants de la distinction entre vérification et prenve :
quarante confirmations ne valent pas une démonstration, et un seul échec
suffit & réfuter. En fait, aucun polyndme non constant & coefficients entiers
ne peut produire uniquement des nombres premiers lorsque n parconrt N :
si P(a) = p est premier, alors P(a + kp) est divisible par p pour tout
entier k > 0; or P n’étant pas constant, |P(a + /ep) | finit par dépasser p
quand k — +00, ce qui interdit & P(a+ kp) d’étre premier au-dela d’un
certain rang (divisible par p et de valeur absolue plus grande que p). La
legon est profonde : Uinduction empirique (observer des cas et généraliser)
n'est pas une prenve. Elle ne doit pas étre confondue avec la récurrence ma-
thématique, qui est une méthode déductive. Seule la déduction (enchainer
des implications depuis des hypothéses) en est une.
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EXPEDITION 3 : LA PHRASE QUI PARLE D’ELLE-MEME
Prévequis : études 1, 2.
« Cette phrase est fausse. » Vrai ou faux?
(a) S la phrase est vraie, que dit-elle d’elle-méme?
(b) Si la phrase est fausse, que dit-elle d’elle-méme?

(c) Pourquoi ne peut-on pas lui attribuer vrai ou faux? Quelle catégorie du
chapitre cette phrase viole-t-clle?

Indication : La phrase west pas un énoncé mathématique : clle ne satisfait pas la definition (on ne peut pas lui attribuer vrai ou fanx
sans contradiction).

(d) Comparez avec « 2 + 2 = 5 » (faux mais pas paradoxal) er avec
«x > 3 » (incomplet mais pas paradoxal). Le paradoxe du menteur est
d’une nature différente : pourquoi?

(e) Godel (1931) a construit un énoncé arithmétique qui < dit » de lui-

méme qu’il est indémontrable dans un systeme formel donné. Cet énoncé
est-il un paradoxe?

« Certte phrase est fausse » est le paradoxe du mentenr, connu depuis IAn-
tiquité (Eubulide de Milet, 1v° siécle av. J.-C.). Dans une lecture classique
qui identifie la vérité de la phrase & ce quelle affirme, aucune attribution
cobérente de vrai ou faux n'est possible : lui attribuer l'un entraine lautre.
Ce n'est donc pas un énoncé au sens de larticle 2. La difficulté vient ici
de Lautoréférence appliquée a sa propre fausseté, et non de toute autore-
feérence. En 1931, Gidel a transformé cette idée en un théoréme rigoureu,
que nous admettons ici (sa prenve reléve de la logique mathématique) :
dans tout systéme formel cobérent, dont les démonstrations peuvent étre ve-
rifiées mécaniquement, et assez riche pour contenir larithmeétique, il existe
des énoncés vrais dans le modéle standard des entiers mais indémontrables
dans le systéme. Cela précise la distinction de larticle 4 : étre vrai dans une
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interprétation n'est pas étre démontrable dans un systeme fixé. La vérité

de

Uénoncé de Godel sétablit ici par un raisonnement extérieur au systéme

érudié, sous Ubypothése de sa cobérence; elle n'est pas une prewve produite
par ce systeme. Lénoncé de Godel n'est pas un paradoxe (il est vrai, pas
contradictoire); il montre que la vérité mathématique dépasse ce guun sys-
teme formel donné peut démontrer. Le chapitre 1 de ce volume posait la
question : quest-ce quun énoncé? Godel montre que cette question est plus
profonde qu’il n’y parait.
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