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AVANT-PROPOS

Ce livre est une invitation. Il s’adresse a I’éleve qui entre dans les
mathématiques formelles (peut-étre avec curiosité, peut-étre avec appré-
hension) et qui découvre que derriére les calculs du collége se cache une
architecture. L’objectif n’est pas de tout savoir a la fin de la lecture, mais
de commencer a voir : voir que 23 X 4 n’est pas une suite de gestes arbi-
traires mais une hiérarchie, que le théoreme de Pythagore relie la forme
au nombre, que la chaine N C Z C Q C R C C raconte une histoire
d’¢élargissements successifs, chaque étape motivée par une équation qui
refusait de se résoudre dans le cadre précédent.

Ce premier volume enseigne les premiers mots de la langue mathéma-
tique : nombre, distance, angle, équation, fonction, symétrie. Il conduit
de larithmétique de I’école au seuil des mathématiques universitaires.
11 couvre I'essentiel du programme de I’enseignement secondaire, et y
ajoute, lorsqu’ils éclairent les idées fondamentales, quelques apergus du
programme supérieur. Il est réparti en sept parties : langage, calcul et dé-
monstration ; géométrie du plan; géométrie de ’espace; nombres com-
plexes ; fonctions, suites et analyse; probabilités et statistique; coniques.
11 ne présuppose aucune connaissance préalable au-dela de I’arithmétique
élémentaire. Il prépare le lecteur au volume suivant, Licence, qui construit
les fondements des mathématiques universitaires.

Les notations employées sont les notations standard de la tradition
francaise : N pour les entiers naturels, R pour les réels, f: 4 — B pour
une application, et ainsi de suite. Lorsqu’une notation est introduite pour
la premicre fois, elle est définie dans le corps de I’article qui ’emploie.

Que le lecteur ne s’'inquicte pas de ne pas tout comprendre du premier
coup. Les mathématiques se lisent lentement, crayon en main, et il est
normal de revenir sur un passage, de refaire un calcul, de laisser une idée
mirir avant d’y revenir. Ce livre n’est pas un examen : c’est un compa-
gnon de route. Quil ouvre la voie vers la beauté austere et lumineuse des
structures mathématiques.
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AU LECTEUR

Ce cours articule en cinq volumes la grammaire par laquelle la réalité se
compose elle-méme : plus de mille cinq cents articles de mathématiques,
du premier nombre entier a la correspondance de Langlands et de la bra-
chistochrone a I'amplituedre. L’entreprise est vaste. L’auteur ne prétend
pas qu’elle soit sans défauts; il affirme qu’elle est sincere.

Chagque article développe une seule idée, de sa motivation a son in-
terprétation. Les définitions sont encadrées. Les résultats (propositions,
théoremes) sont signalés par leur étiquette en gras; dans les volumes II
et III, les théorémes majeurs sont en outre encadrés en rouge. Les preuves
sont présentes la ou elles éclairent, esquissées la ou la rigueur complete
aurait obscurci le propos, et admises lorsque leur difficulté excede le cadre
de Particle. Le lecteur saura distinguer les trois cas.

Dix objets mathématiques traversent la collection comme des fils
rouges : le cercle St les entiers Z, Pextension Q(v/2), la courbe ellip-
tique y* = x> — x, le groupe GL, la fonction ((s), Pespace L*, anneau
K[X], le groupe symétrique &3, et le tore T2. Du calcul trigonométrique
au groupe dual de Langlands, de Ioscillateur harmonique a la dualité de
Montonen-Olive, chacun de ces objets réapparait a chaque cycle avec une
profondeur nouvelle. Quand I'un se manifeste, le texte le signale.

Les figures, plus de huit cents au total, ont été dessinées avec le soin
qu’exige un format de poche : chaque trait a une raison d’étre, chaque
label est dégagé de toute courbe, et la palette se limite a quatre cou-
leurs. Elles ne remplacent pas la démonstration ; elles la précedent. Le
lecteur qui regarde la figure avant de lire le théoréeme comprendra sou-
vent ’énoncé avant d’en avoir lu un mot.

Dans les volumes I a III, les chapitres de cours se prolongent par
des exercices gradués (gammes, études-méthodes, expéditions) dont les
solutions détaillées sont imprimées a I’envers au pied de chaque exercice :
on peut chercher sans voir la réponse, puis la lire en retournant le livre.
Le lecteur qui s’y engage trouvera un pédagogue, jamais un examinateur.
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Le lecteur peut suivre le chemin linéaire ou emprunter les passages
transversaux entre volumes. Les volumes I a III forment une progres-
sion continue du lycée au niveau master. Le volume IV s’éleve vers le
programme de Langlands; le volume V, vers la physique mathématique.
Tous deux supposent le volume III mais peuvent se lire indépendamment
I'un de lautre.

Toute erreur signalée est une erreur corrigée.
wdf@clementinium.com
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NOTE SUR LES CYCLES

Les cinq volumes de la collection accompagnent une progression, des
premiers objets mathématiques aux questions de recherche :

o Eléments (I) : les mathématiques de l'enseignement secondaire, de
Parithmétique aux premieres preuves.

* Licence (II) : les fondements des études universitaires de mathéma-
tiques.

* Maitrise (I1I) : les approfondissements et la préparation a la recherche.

* Correspondances (IV) : le cycle de recherche, de la théorie du corps de
classes au programme de Langlands.

* Physique mathématique (V) : le cycle de recherche, des symétries aux
cordes.

Ces niveaux orientent la lecture sans imposer un calendrier universitaire.
Les parties et les chapitres donnent les étapes du parcours; le rythme
dépend des acquis du lecteur et des questions qu’il souhaite approfondir.
Les volumes I, II et III construisent successivement les prérequis qui per-
mettent d’aborder le suivant. Le lecteur peut entrer directement au ni-
veau dont il possede les acquis. Les volumes IV et V partagent le socle
de la Maitrise et peuvent étre lus indépendamment I'un de I’autre. Les
passerelles en début de volume précisent le changement de perspective.
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NOTATIONS

entiers naturels
entiers relatifs
nombres rationnels
nombres réels
nombres complexes

appartient a

inclus dans (égalité permise)
réunion

intersection

ensemble vide

ensemble des parties de E

pour tout

il existe

implique

équivaut a

valeur absolue de x

racine carrée de x

intervalle fermé, intervalle ouvert
inférieur ou égal, supérieur ou égal
différent de

environ égal a (valeur approchée)
rapport de la circonférence au diamétre
infini

fonctions trigonométriques

dérivée de f en x

intégrale de fde a a b

somme pour k de 0 4 n
factorielle de n

coefficient binomial

unité imaginaire, 2= —1
conjugué du complexe z

module du complexe z



NOTATIONS

arg(z) argument du complexe z
Re(2), Im(z) partie réelle, partie imaginaire
7 terme général d’une suite
lim, s 4 oo Un limite d’une suite

— tend vers

i vecteur u

(14| norme du vecteur i

i-v produit scalaire de i et U
UNT produit vectoriel de i et v
det(i, ¥) déterminant de deux vecteurs
e nombre d’Euler (e =~ 2,718)
Inx logarithme népérien de x

e*, exp(x) exponentielle de x

alb a divise b

a=1b (mod n) a etb sont congrus modulo n
PGCD(a, b) plus grand commun diviseur
PPCM(a, b) plus petit commun multiple
P(4) probabilité de I’événement A
P(4 | B) probabilité de A sachant B
E(X) espérance de la variable aléatoire X

"(X) variance de la variable aléatoire X
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Premiere partie

Langage, calcul et
démonstration

Le calcul vient d’abord : écritures numériques et littérales, ordre
et valeur absolue, équations et inéquations. On apprend ensuite
a démontrer, avec les ensembles, les quantificateurs et les princi-
paux modes de raisonnement. L arithmétique des entiers suit, de
la division euclidienne aux nombres premiers et aux congruences.
L’étude du trindme ax® + bx + ¢, de son discriminant et de sa
forme canonique ouvre les premiéres questions d’optimisation.



CHAPITRE 1

CALCUL NUMERIQUE ET LITTERAL

Toute grammaire commence par un alphabet. Avant de formuler des
théorémes ou de badtir des théories, il faut apprendre a écrire : poser les
priorités opératoires, manier les fmctians et les puissances, reconnaitre les
identités remarquables. Ces régles ne sont pas des conventions arbitraires ;
elles sont la syntaxe élémentaire d’une langue dans laquelle la réalité se
laisse décrire.

Articles de ce chapitre :

ooL Ecritures, priorités, calcul numérique — Pourquoi 2+3x4 ne vaut pas
20 : le calcul n’est pas une lecture de gauche a droite

002. Fractions, puissances, racines — Ces trois familles d’écritures re-
viennent partout ; les maitriser, c’est s’équiper pour la suite

003. Proportionnalité et régle de trois — La proportionnalité est le modéle
le plus simple de relation entre deux grandeurs

004. Développer et factoriser — Une méme expression peut s’écrire sous
forme développée ou factorisée; chaque forme a ses usages

00s. Identités remarquables — Développer (a + b)> donne toujours le
méme schéma : ce n’est pas un hasard, c’est la distributivité

006. Binéme de Newton —On connait (a + b)>; que se passe-t-il pour
(a4 b, (a+b)* et au-dela?

007. Inégalités et erreurs de calcul typiques — Beaucoup d’erreurs de
lycée viennent de régles d’égalité appliquées a tort aux inégalités

I. ECRITURES, PRIORITES, CALCUL NUMERIQUE.

ComBIEN vaut 2 + 3 X 4? Beaucoup de lecteurs, la premiere fois,
répondent 20. On lit de gauche a droite, on additionne d’abord,
on multiplie ensuite, et I’affaire semble réglée. Or le résultat est
14. L’erreur ne tient pas a un manque d’attention. Elle tient a un
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fait plus profond : un calcul n’est pas une phrase qu’on lirait mot
a mot. C’est une architecture, et cette architecture a des regles.
Ces regles existent pour une raison simple. Si chacun choisissait
son propre ordre de lecture, une méme écriture produirait des
résultats différents. L’écriture mathématique deviendrait ambigué,
donc inutile. Les priorités opératoires sont la convention qui leve
cette ambiguiteé.

La figure ci-dessous résume cette hiérarchie et montre pourquoi
la multiplication est effectuée avant ’addition dans 2 + 3 X 4.

2+3X4

2412

l

14

Priorités opératoires : les opérations les plus liantes sont effectuées en premier

DEFINITION LI : Les opérations s’effectuent dans I'ordre de
priorité suivant :

L. les parentheéses (en commengant par les plus intérieures),
2. les puissances,

3. les multiplications et divisions (de gauche a droite),

4. les additions et soustractions (de gauche a droite).

Le signe — d’un opposé, placé devant un nombre comme
dans —3?, se traite comme une multiplication par —1 : apres

les puissances.
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L’idée est hiérarchique : les opérations les plus « liantes » s’exé-
cutent en premier. La puissance lie plus que la multiplication,
qui lie plus que I'addition. On peut penser a la ponctuation d’un
texte : le point-virgule sépare moins fortement que le point, et
la virgule moins que le point-virgule. L’analogie porte sur la hié-
rarchie : dans 2 + 3 X 4, la multiplication lie 3 et 4 en un bloc,
tandis que + sépare les deux termes de la somme.

Pourquoi la multiplication passe-t-elle avant ’addition, et non
I'inverse? Parce que les sommes de produits sont partout : un
prix total 3 X 4,50 + 2 X 1,20, une expression 3x + 2. Avec cette
convention, elles s’écrivent sans aucune parenthese ; la convention
inverse en exigerait a chaque ligne. La regle choisit I’écriture la
plus économe pour les expressions les plus fréquentes : c’est une
convention, mais pas un caprice.

exsmrre : Calculons 5 + 2 x (3% — 1) + 4. On commence par la
parenthése; a Uintérieur, la puissance d’abord : 3° = 9, puis la
soustraction : 9 — 1 = 8. Ensuite la multiplication : 2 X 8 = 16.
Puis la division : 16 < 4 = 4. Enfin laddition : 544 = 9.

Les parentheses, quant a elles, ne sont pas un ornement. Elles sont
une instruction : « fais ceci d’abord, quoi que disent les priorités
habituelles. »

EXEMPLE : Comparons (2 +3) X 4 = 20 et 2+ 3 X 4 = 14. Les
symboles sont presque identiques, mais les parenthéses changent la
structure, donc le résultat.

La barre de fraction, elle aussi, joue un réle structurel qu'on ou-
blie souvent : elle agit comme une parenthese invisible autour du

1_ 3 signifie (2 + 3) + 4,

‘ a . a2
numérateur et du dénominateur. Ecrire
et non 2 + 3 - 4.

ERREUR TYPIQUE : Confondre —3* et (—3). L’écriture —3 signi-
fie —(3%) = —9 : la puissance porte sur 3 seul, et le signe négatif
sapplique apres. L’écriture (—3)” signifie (—3) x (—3) = 9 : la puis-
sance porte sur le nombre —3 tout entier. Un simple placement
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de parentheses fait basculer le signe du résultat. C’est un piege
classique et durable.

La rigueur dans I’écriture est la premiére forme de rigueur mathé-
matique, et peut-étre la plus sous-estimée. Un raisonnement peut
étre juste dans Lesprit et faux sur le papier. Respecter les priorités,
placer les parentheses la ou elles sont nécessaires, soigner chaque
étape intermédiaire : c’est par la que commence tout travail sé-
rieux. Non pas parce que les conventions sont sacrées, mais parce
que sans elles, ’écriture cesse de communiquer.

Le premier exercice vérifie que les priorités sont respectées dans un calcul
a plusieurs niveaux (la division avant I’addition et la soustraction). Le
second teste le piége le plus fréquent du chapitre : la confusion entre —a*
et (—a)%, qui change le signe du résultat.

* Calculez 4+ 6 +2 — 1.

(uotstarp e[ 2p 211101xd ¥ 121[qNO) PIOQEP OT = 9 + 7
21rey : 2uEINOd MMy ‘9 : asuody 9 = | — £ smd 4 = ¢ + % : 201 ® aydned
ad (€) 'T — € + % 1uanadp uorssardxa T (¢) '€ = ¢ 9 : UomsIAI( (1) "23101p & dydnes ap
SUOTIIBIISNOS/SUONIPPE $3] SInd “UOISIAIP e[ pIoqe,p : saarrorxd saf anbrydde up : uonnog

* Sans calculatrice : que valent —5% et (—5)*?

‘mo1 a8ueyd sasayruared sap 1uswade[d o7 'sz+ 12 sg— : sasoddo

souSts sap 1uo s1eansax xnap sa7 “(snfd auuop surow sroy surow) ¢z = (§—) X (5—)
= ,(§—) 2uop ‘1nus m01 ¢— d1quiou o] ms A10d Hduessmd v : ($—) ‘sT— = (S7)—
= (,9)— = ,S— duop ‘(ausrs a1 ms sed) mas ¢ 1ms s110d duessind ¥y : c— : wonnjog

2. FRACTIONS, PUISSANCES, RACINES.

" 2 5 "
PourQuor ne peut-on pas additionner 5 & additionnant

simplement numérateurs et dénominateurs? Pourquoi 23 x 2° ne
vaut-il pas 2"°? Pourquoi /9 + 16 n’est-il pas v/9 + /162 Ces
trois questions ont une réponse commune : fractions, puissances
et racines possedent chacune leur propre grammaire, et cette gram-
maire ne tolére aucune improvisation.
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Ces trois familles d’écritures sont les briques de presque tout calcul
algébrique. Comme les conjugaisons en langue, elles se retiennent
une fois, puis se pratiquent sans y penser. Mais la moindre confu-
sion mene a Perreur.

; 9 4.3 a \
DEFINITION 2.1 : Une fraction est une écriture y obaet b
sont des nombres (le plus souvent des entiers) avec b # 0; a

p [ . . a
est le numérateur, b le dénominateur. Deux fractions 3 et

5 ; 5 s qe ; A q
7 sont égales, c’est-a-dire représentent le méme nombre, si

et seulement sia X d = b X c.

REGLE : Pour additionner deux fractions, on les réduit au méme
dénominateur. Pour les multiplier, on multiplie numérateurs
entre eux et dénominateurs entre eux. Pour diviser par une frac-
tion non nulle, on multiplie par son inverse.

2 5 4 bt 9 3 3 9 3 8
EXEMPLE : — + - =—+-=-=— Et — +--=—- X — =
3 6 6 6 6 2 4 8 4 9
24
36 3

.. , , . .1
Additionner numérateurs et dénominateurs donnerait — + — =
3 " 2 2
it : deux moitiés feraient une moitié. On n’additionne des
parts que si elles ont la méme taille, c’est-a-dire le méme déno-

minateur.
L’addition exige un terrain commun (le dénominateur partagé)
tandis que la multiplication, paradoxalement plus simple, n’en a
pas besoin. Mais les fractions ne suffisent pas : des qu’un calcul se
répete, il faut une écriture qui comprime la répétition en un seul
symbole.
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DEFINITION 2.2 : Pour tout nombre réel 4 et tout entier na-
turel n > 1, on pose 4" = a X a X - -+ X a. Pour a # 0, on
~————

n fois

: _ 1
pose de plus, par convention, 2’ =leta " = —.
an

REGLE : Pour a,b # 0 et m, n entiers, les puissances vérifient :

n

a _
n m n-rm n—m n\m nm
aa :a+, — =4 S @) =a",
am
n
a\" a
n nin
(ab)" =a'b’, (7) = —
b b

En clair, multiplier des puissances de méme base revient a addi-

tionner les exposants. C’est logique : 4®> X &° est le produit de trois

a et de cinq 4, soit huit 4 au total.

La méme regle explique les conventions de la définition. Pour que
n

a _ .. =

— = 4" reste vrai, il faut 2° = 1; pour que a” X a " = L =1,

a

. _ 1 . .
il faut " = —. Ces conventions sont les seules qui gardent les

a
regles valables pour tous les exposants entiers.

exemprE : 20 x 20+ 2% = 231574 — 9% — 16, Er (37)° = 3° = 729.

DEFINITION 2.3 : Pour tout réel a > 0, la racine carrée /a
est I'unique réel positif dont le carré vaut a : a)* = a
L’existence de ce réel est admise ici.

REGLE : Pour a,b > 0 : \ab = \/a- /b et g:%(avec

b > 0). Mais attention : \/a + b # \/a + \/b en général.

La racine carrée se distribue sur le produit, mais pas sur la somme.
C’est 'un des pieges les plus tenaces du calcul : Penvie de « dis-
tribuer » un symbole sur une addition est un réflexe qu’il faut
apprendre a réprimer.
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EXEMPLE : \/50 = /25 X 2 = S\f Pour rationaliser \/5, on
V3

1
multiplie haut et bas par \/3 : —( = —.
p par \/3 =3
Un fil relie ces trois familles : elles organisent la multiplication,

. L. . , . a o,
sa répétition et les opérations qui les défont. La fraction s dé-

fait la multiplication (b X % = a). La puissance 4" comprime la

multiplication répétée. Et la racine /a défait ’élévation au carré
sur les nombres positifs ; en général, V/x* = |x|, la valeur absolue
de x (article 0o8). C’est cette architecture d’opérations et d’in-
verses qui traverse toute I’algebre : des fractions simples jusqu’aux
logarithmes, qui déferont un jour I'exponentielle.

Larticle couvre trois familles d’écritures, et chacune mérite sa gamme.
Le premier exercice teste l’addition de fractions (trouver le dénominateur
commun). Le deuxiéme vérifie les régles des exposants (additionner pour
un produit, soustraire pour un quotient). Le troisiéme teste la simplification

d’une racine carrée et le piége \/a+ b # \/a+ \/b.

2 3
* Calculez — + —.
3 4
1091100 “LTHT = 0SL°0 4 £99°0 =~ % + .EZ LW o % : UONEIYIIA " 5 -ﬂ = % + %
: SINIBIPWINU $3] SUUONIPPE UQ '? = gig = % 1 % = Zi; = _% INIAU0D UQ

“Z1 353 % 12 € ap unwrwod sdnur 1pad snyd a7 : Unwwod Inareurwoudp un Iney |1 ‘(% 12
€) STUDIPYIP IUOS SINIBUTWIOUP $3] : TUSW211P Iouuonppe sed 1nad su uQ : uwonnjog
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o Simplifiez \/75. Puis vérifiez que /4 + 9 # /4 + /9.

*$291TBD SIUIET $3] I9AE 21uanboy snyd [ mMd1Id ] 153, "SIUIIEX SIP
JwWwos B[ 574 153, U SWWIOS JUNP JUIIEI T G 7 909°C BUQ 'S = € +7T = 6Nty
1T 909 & EIN = 6+ F/N + 98d of mog 110D 5L = € X ST = (/M)
PuonedyuA EAS = g X oM = € X TN = LN dued TS = ST W g

X 6T = £ S, as1atp b areyred sxres puerd snid oy aydsayd uo : gL A : uonnjos

3. PROPORTIONNALITE ET REGLE DE TROIS.

U~ enfant de huit ans sait déja raisonner proportionnellement :
« si deux bonbons cofitent un euro, quatre bonbons cofitent deux
euros. » Ce geste mental (doubler la cause double effet) est si
naturel qu’on le croit universel. Mais il ne P’est pas. Doubler la
température d’'un four ne cuit pas un gateau deux fois plus vite.
Toute la difficulté de la proportionnalité tient la : savoir quand
elle s’applique, et quand elle trompe.

DEFINITION 3.1 : Deux grandeurs sont proportionnelles lorsque
P’on passe de 'une a lautre en multipliant toujours par le
méme nombre, appelé coefficient de proportionnalité.

EXEMPLE : Si 3 kg de pommes coitent 4,50 €, le coefficient de

4,50

proportionnalité est
7 X 1,50 = 10,50 €.

= 1,50 €/kg. Le prix de 7 kg est donc

Le coefficient est le fil invisible qui relie les deux grandeurs :
connaitre I’'une, c’est connaitre ’autre. Mais comment trouver
une valeur inconnue quand on dispose de trois données? C’est
précisément le role de la regle de trois.

. , . . . . a
REGLE : La régle de trois repose sur le produit en croix : si 3=

c o
7 alors 2 X d = b X c. Elle permet de trouver une quatrieme

proportionnelle quand on en connait trois, des lors que la division
nécessaire se fait par un nombre non nul.
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ExEMPLE : Si 3 kg de pommes colitent 4,50 €, combien coiitent

. 4,50
5 kg? Les grandeurs sont proportionnelles, donc el g Le

produit en croix donne 3x =5 X 4,50 = 22,50, d’ou x = 7,50 €.
La regle de trois suppose une proportionnalité directe. L’exemple
suivant montre ce qui change quand le lien est inverse.

ExEMPLE : On suppose que chaque ouvrier garde le méme rende-
ment et que le travail se partage sans perte de temps. 5 ouvriers
font un travail en 12 jours. Combien de jours pour 8 ouvriers? Ici,
la proportionnalité est inverse : plus d’ouvriers, moins de jours. Le
produit ouvriers X jours est constant : 5 X 12 = 60, donc 8 ouvriers
mettent 60 <8 = 7,5 jours.

Cet exemple illustre un point crucial : la proportionnalité inverse
fonctionne a rebours de I'intuition directe. Augmenter un fac-
teur diminue l’autre. Il faut reconnaitre la nature du lien avant
d’appliquer la méthode.

DEFINITION 3.2 : Un pourcentage est une fraction de dénomi-

. .. 15
nateur 100. Dire «15 % de x » signifie 100 X x = 0,15x.

ExEMPLE : On augmente un prix de 120 € de 15 % : le nouveau
prix est 120 X 1,15 = 138 €. On le réduit ensuite de 15 % :
138 X 0,85 = 117,30 €. On ne retrouve pas 120 €. Une hausse de
15 % suivie d’une baisse de 15 % ne se compense pas, car les deux
pourcentages ne portent pas sur le méme montant.

Ce résultat surprend souvent. Il s’explique deés qu’on voit un pour-
centage comme une multiplication : augmenter de 15 % revient a
multiplier par 1,15, baisser de 15 % a multiplier par 0,85. Les deux
évolutions se composent donc par produit : 1,15 X 0,85 = 0,9775,
soit une baisse globale de 2,25 %. Pour revenir au prix de départ,
il faudrait diviser par 1,15, c’est-a-dire baisser d’environ 13,04 %.

1l faut enfin distinguer proportionnalité directe (le quotient y/x
reste constant) et proportionnalité inverse (le produit xy reste
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constant). Le sens de variation ne suffit pas a trancher : pour x > 0,
y = x” croit avec x sans étre proportionnelle 2 x. Graphiquement,
la proportionnalité directe se reconnait a sa représentation : une
droite passant par l'origine.

(4; 6)

(0] x

Proportionnalité directe : les points alignés sur une droite passant par l'origine

La figure ci-dessus le confirme : les points représentant des couples
proportionnels s’alignent sur une droite passant par I’origine, tan-
dis qu’un point hors de cette droite trahit une rupture de propor-
tionnalité.

Vitesse, échelle d’une carte, concentration chimique, conversion
de devises : la proportionnalité est le premier modele que 'on
rencontre, et souvent le dernier auquel on pense quand la réalité
se complique. Savoir 'identifier (et savoir la récuser quand elle ne
s’applique pas) est le début de toute modélisation sérieuse.

Le premier exercice teste la proportionnalité inverse (le piége : plus d’ou-
vriers, moins de jours, pas plus). Le second vérifie que le lecteur a compris
pourquoi une hausse suivie d’une baisse du méme pourcentage ne raméne
pas au point de départ.
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* 8 ouvriers font un travail en 6 jours. A rendement individuel constant
et si le travail se partage sans perte de temps, combien de jours pour 12
ouvriers ?

*9PINSqE ‘SISIANO P
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* Un article codite 250 €. On laugmente de 20 %, puis on le réduit de
20 %. Retrouve-t-on 250 €?
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4. DEVELOPPER ET FACTORISER.

ConsIERONs ’expression 2x* — 7x — 15. Telle quelle, elle ne dit
pas grand-chose. Mais sous la forme (2x + 3)(x — 5), elle révele
immédiatement les valeurs qui I’annulent, appelées ses racines :
x = —3 et x = 5. Pour chaque valeur de x, les deux écritures
donnent pourtant le méme nombre : ’est la méme expression.
Seule la forme a changé, et avec elle, ce qu’on peut lire d’un coup
d’ceil.

C’est toute Iidée : une expression algébrique est comme un texte
qu'on peut reformuler sans en altérer le sens. La forme dévelop-
pée étale les termes; la forme factorisée les comprime en produit.
Chacune éclaire un aspect différent.
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DEFINITION 4.1 : Développer, c’est transformer un produit en
somme. Factoriser, Cest transformer une somme en produit.
Ce sont les deux sens de lecture d’'une méme égalité.

REGLE : La distributivité simple donne k(a + b) = ka + kb. La
double distributivité donne (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd.

¢ d
a ac ad
b be bd

(a+b)(c+d) = ac + ad + be + bd

Double distributivité : chaque cellule contient un produit partiel

exempLE : Développons (2x + 3)(x — S). On applique la double
distributivité : 2x-x-+2x-(—5)+3-%+3-(—5) = 2x*—10x+3x—15 =
2x* — 7x — 15.

Développer est mécanique : on multiplie chaque terme du premier
facteur par chaque terme du second, puis on regroupe. Factoriser,
en revanche, demande du flair. Il faut voir un facteur commun
la ou il se cache, reconnaitre une structure la ou il n’y a qu’une
somme de termes.

REGLE : Pour factoriser par un facteur commun, on repere le plus
grand facteur commun a tous les termes, puis on le met en évi-
dence.

exempie : Factorisons 6x> — 9x>. Le facteur commun est 3% :
6> — 9x* = 3x*(2x — 3).

Une autre ressource viendra a l’article suivant : reconnaitre une
identité remarquable, carré parfait ou différence de carrés.
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Le choix entre forme développée et forme factorisée dépend du
probleme posé. Pour résoudre une équation « produit nul », il
faut la forme factorisée : 4 X B = 0 si et seulement si 4 = 0
ou B = 0 (propriété des nombres réels, admise ici). Pour simpli-
fier ou comparer des expressions, la forme développée et réduite
est souvent plus commode. Le mathématicien ne choisit pas une
forme par habitude, mais par stratégie : quelle écriture rend le pro-
bléme transparent? C’est une lecon qui dépasse de loin le calcul
algébrique : en mathématiques, la difficulté d’'un probleme tient
souvent moins a sa nature qu’a la maniere dont on le regarde.
Développer et factoriser sont deux lectures d’'une méme réalité :
la premiere étale, la seconde condense. Ce va-et-vient entre deux
formes d’'une méme expression est le premier exemple d’un geste
qui traverse toutes les mathématiques : changer de point de vue
pour voir ce qui était invisible.

Les deux exercices testent la factorisation par un facteur commun : repérer
le plus grand facteur commun, puis, dans le second, ne pas oublier le terme
qui devient 1.

o Factorisez 12x* — 8x.

1091100 '¥§— = (T—) X X% 13 KT = Xg X X%t aueddopaagp ua
UOTIBIYLIDA '(z — xg)xy = X8 — XTI : 3HOWEY UQ "X¥ 153 UNWWOD IN31Ief 3 Juoq
‘(auesodxa 1nad snid 3[) X UNWWOD U JUO X 12 X ¢ Sd[qeLIeA 9T ' = (8 ‘enaooa
: SJUSIDI_.HSOD $97 "SAUIIA] XNIP XNE UNUIUIOd .m;nma_; pueJS SnId 3 AYII3YD UQ : uomnnfos

o Factorisez 15x° — 10x° + 5x.

‘0 uou 12 ‘I ]UQ!ASP
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§. IDENTITES REMARQUABLES.

DEvirorpsz (2 +3)* = (2 + 3)(2 + 3) terme a terme, puis (10 + 1)%,
puis (4 + b)*. Chaque fois, le méme schéma émerge : un carré, un
autre carré, et un double produit entre les deux. Cette régularité
n’est pas un hasard. Elle est la conséquence directe de la double
distributivité, vue a I’article précédent, et elle se condense en trois
formules que I'on rencontre si souvent qu’elles ont mérité un
nom : les identités remarquables.

PROPOSITION 5.1 : Pour tous réels a et b :

(a+b)2:42+24b+b2

PREUVE coMmENTEE : On développe par distributivité : (4 + b)> =
(a+b)at+b=a-at+a-b+b-at+b-b=a*~+2ab+ b

La figure ci-dessous offre une preuve sans mots : pour 4,b > 0,
un grand carré de coté a + b se découpe en quatre morceaux dont
les aires sont exactement 42, ab, ab et b*; le calcul algébrique
qui précede, lui, vaut pour tous les réels. L’algebre et la géométrie
disent la méme chose. Les deux rectangles teintés ont chacun pour
aire ab, d’ou le coefficient 2 dans I’identité.

b ab b?
a 42 ab
a b

Preuve géométrique : le carré de coté a + b se décompose en quatre régions
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PROPOSITION 5.2 : Pour tous réels a et b :
(a—b =da — 2ab+ b

exempes : Calculons (3x — 2)°. On identifie a = 3x et b = 2 :
Gx — 2> = (B3x)* —2-3x -2+ 2% = 9x* — 12x + 4.

PROPOSITION 5.3 : Pour tous réels a et b :
(a+ba—b=d —b

Cette troisieme identité est peut-étre la plus élégante. Elle dit que
le produit de deux nombres placés de part et d’autre d’un pivor,
a la méme distance, est presque le carré du pivot : il lui manque
exactement le carré de cette distance.

exempLE : Combien vaut 101 X 992 On écrit 101 X 99 = (100 +
1)(100—1) = 100*>—1> = 10 000—1 = 9999. L ’identité remarquable
transforme un produit en un calcul mental.

PROPOSITION 5.4 : Identités de degré trois. Pour tous réels 4 et b :
(a+ b)3 =& +34°b + 3ab” + b,
(a—b} =a —34°b+3ab> — b,
240 = (a+ b)(a2 —ab+ bz),
& —b = (a — b)(at2 + ab + bz).

Les deux premiéres s'obtiennent en développant (4 =+ b)* (a + b),
les deux derniéres en développant le membre de droite. Elles pro-
longent les identités du second degré et servent des qu’un cube
apparait.

Ces identités fonctionnent dans les deux sens. Du produit vers
la somme, Cest développer. De la somme vers le produit, c’est
factoriser. Cette réversibilité est leur force : selon le probleme, on
choisit la direction qui simplifie.

EXEMPLE : L’expression x> —6x+9 se reconnait comme x> —2-x-3+
3% = (x — 3)%. De méme, 4x*> — 25 = (2x)* — 5> = (2x — 5)(2x +5).
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Trois formules du second degré, quatre du troisieme, deux direc-
tions, des applications innombrables. Du calcul mental a la réso-
lution d’équations, de la factorisation a I’étude de fonctions, ces
identités traversent les mathématiques du lycée et bien au-dela,
comme un vocabulaire de base qu’on ne cesse d’employer sans
toujours se rappeler qu’on I’a un jour appris.

Le premier exercice fait pratiquer identité (a — b)* sur un cas avec
coefficients (identifier a = 5x, b = 3, ne pas oublier le double produit).
Le second utilise (a + b)(a — b) pour un calcul mental : transformer un
produit de deux nombres proches d’un pivot en un carré moins un carré.

* Développez (5x — 3)*.

"6 4 x0€ — XSz : asuodayg ‘6 = €19 P
2118d 9T "XQE = € X X§ X ¢ : 3mpoid 3[qnop a7 *(3UIIILYY20> Np I 3 IAT[qNO sed au)
ST = XX & = (¥6): e "6 +X0E — XST = L€+ € X XS X T — (¥¢) : suuop
A+are — 7 = z(q — ) 9[NWIIOJ B '€ = 4 12 X§ = ¥ JYNUIPI UQ : UONN|O§

* Calculez 52 X 48 mentalement.

*afduurs [eausur [nores un ud 3mpoid un wrrojsuen
S[qenbrewax 211ULPI,T 1991100 “96%C = HOI — 009C = T X TS — 0§ X TS = 8% X TS
: WONBIYIIDA ‘96%C = ¥ — 00SCT = T — 05 = 8% X TS UOQ 'T = 412 0S5 —= ¥ dAe
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6. BINOME DE NEWTON.

On sait développer (4 + b)>. Avec un peu de patience, on peut
développer (a+b)® = &*+34>b+3ab>+b>. Mais (a+b) ? (a+b)*"?
La distributivité appliquée a la main devient vite impraticable. Il
faut une formule, et cette formule existe. Elle porte en frangais
le nom de Newton, et elle repose sur un triangle de nombres
dont la simplicité cache une richesse remarquable. Le nom est un
raccourci historique : la formule pour les exposants entiers et le
triangle étaient connus bien avant lui, d’al-Karaji vers I'an mil a
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Yang Hui au x111° siécle et a Pascal en 1654 ; Newton I’a étendue,
vers 1665, aux exposants fractionnaires.

Avant d’énoncer la formule, il faut disposer du bon outil : un
nombre qui compte combien de facons on peut choisir k£ éléments
parmi 7.

DEFINITION 6.1 : Pour deux entiers n > 0 et 0 < k < 7, le
coefficient binomial est

n n!

k] = k(n— k)

oun =1X2X--- X n (avec 0! = 1).

On démontrera plus bas que ce nombre compte les facons de
choisir & éléments parmi 7.

EXEMPLE : Pour n = 4 : (é) =1, (4) = 4, (4) =6 (4) = 4,
@ =1

On remarque la symétrie : les valeurs forment un palindrome. Ce
n’est pas un accident : échanger k et n—k ne change pas la formule,
et, quand on saura que (Z) compte des choix, choisir k£ éléments

parmi n reviendra a choisir les n — k éléments qu’on laisse de coté.

PROPOSITION 6.2 : Triangle de Pascal. Pour n > 2 et 1 < k <
n—1, c’est-a-dire hormis les 1 aux deux extrémités de chaque ligne,
chaque coefficient binomial est la somme des deux coefficients
situés au-dessus de lui :

n n—1 n—1

k) = \e—1) T\ &

PREUVE COMMENTEE : On met les deux fractions au méme déno-
minateur k! (n — k)!, en multipliant la premiére en haut et en bas
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par k, la seconde par n — k :

(n — 1) -1 (@1 (k+(n— k)
(k—1)!(n—k!  k@m—1—Fk k! (n — E)!
n!
- ki(n— k)

PrOPOSITION 6.3 : Pour 0 < k < 7, le nombre de fagons de choisir
k éléments parmi 7 est (Z)

PREUVE coMMENTEE : Notons N(n, k) ce nombre. Il n’y a qu’une
facon de ne rien choisir et qu’une fagcon de tout prendre : N(n, 0) =
N(n,n) = 1. Pour 1 < k < n — 1, mettons a part I'un des z
éléments. Un choix de k éléments le contient, et il reste & — 1
éléments a prendre parmi les » — 1 autres, ou ne le contient pas,
et les k éléments sont pris parmi les » — 1 autres : N(n, k) =
N(n — 1,k — 1) + N(n — 1,k). Les nombres N(n, k) ont donc les
mémes valeurs que les (Z) aux extrémités de chaque ligne et se
construisent par la méme relation ; ligne apres ligne, ils leur sont

égaux.

Cette relation permet de construire les coefficients ligne par ligne,
comme un mur de briques : chaque entrée est la somme des deux
entrées situées juste au-dessus d’elle. On obtient 1;11;121;1331;
14 6 4 1; et ainsi de suite.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 \6/ 4 1
1 5 10 10 5 1

Triangle de Pascal : chaque coefficient est la somme des deux situés au-dessus
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Le schéma ci-dessus rend visible cette construction pyramidale :
chaque nombre est la somme des deux qui le surplombent, et la
symétrie de chaque ligne refléte Didentité (}) = (,”,)-
PROPOSITION 6.4 : Formule du binéme de Newton. Pour tous réels
a, b et tout entier n > 1, avec la convention x° = 1 valable pour
tout réel x (y compris x = 0) dans cette formule :
n
(a + b)n _ Z Z an—k bk

k=0

Le symbole ) abrége une somme indexée : Y ;. =to + 4 +
-+ -+ tn. Les sommes indexées seront pratiquées pour elles-mémes
au chapitre 15.

PREUVE COMMENTEE : Développer (a+b)" = (a+b)(a+b)---(a+
b), c’est choisir dans chacun des n facteurs soit 4, soit b, puis
additionner tous les produits obtenus. Le produit Py apparait
chaque fois que ’on choisit b dans exactement k& facteurs : autant
de fois qu’il y a de fagons de choisir ces k facteurs parmi 7, soit
(7) fois d’aprés la proposition précédente. Aprés regroupement, le
développement compte 7 + 1 termes.

exempre : Développons (x + 2)*. Les coefficients de la ligne n = 4
sont 1,4, 6,4,1. Donc (x+2)* = x* + 40> 2+ 6x> - 4+ 4x-8+16 =
x* + 8x® + 242 + 32x + 16.

Dans le cas particulier 2 = 1, les coefficients du développement de
(1 + x)" sont directement les (}).

exemprE : (1 — x)° =1 — 3x + 3x* — x°. Les signes alternent car
b= —x.

Le binome de Newton est bien plus qu'une formule de calcul :
c’est un premier pont entre l'algebre et la combinatoire, entre
les identités formelles et le dénombrement. On le retrouvera en
probabilités, au volume suivant dans les développements limités,
et partout ou il faut compter en méme temps que calculer.
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Le premier exercice fait construire une ligne du triangle de Pascal a
la main (addition des coefficients deux a4 deux). Le second applique la
formule du binéme a un cas concret avec b négatif, ce qui fait alterner
les signes.

* Ecrivez la ligne n = 5 du triangle de Pascal.

‘=t =1+s+01+01+s+1
JWWOS [ : UONMEBIYLIIA TG ‘0T ‘01T : asuodyy 16 = T+ % 01 = ¥ + 9 ‘0l
= 94+ % C = % 4 [ T:SNUWINK XNE | 3P 10W UO 12 SIANINIISU0D saxred saf
SUUONIPPE UO ‘G = % US| [ IMIISUOD INOJ T % 9 % ‘1152 % = u audi e : wonnjog

* Développez (x — 1)*.

0D T =T1+8—%C+7€ — W T= 1= (1—7):¢=xmod
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7. INEGALITES ET ERREURS DE CALCUL TYPIQUES.

Vorcr un raisonnement qui semble correct : « —3 < 1, donc
(—3)* < 1, donc 9 < 1. » La conclusion est absurde, pourtant
chaque étape avait lair légitime. L’erreur est subtile : on a ap-
pliqué aux inégalités une opération (I’élévation au carré) qui ne
conserve I'ordre que sous certaines conditions. Les inégalités res-
semblent aux égalités, mais elles obéissent a une logique plus fra-
gile, et cette fragilité est la source de certaines des erreurs les plus
tenaces du lycée.

REGLE : On peut ajouter un méme nombre aux deux membres
d’une inégalité sans changer son sens : si a4 < b, alors a+c¢ < b+c.
On peut multiplier les deux membres par un nombre strictement
positif sans changer le sens : si a < b et k > 0, alors ka < kb.
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REGLE : Multiplier les deux membres par un nombre strictement
négatif inverse le sens de I'inégalité : si a < b et k < 0, alors
ka > kb.

C’est cette inversion du sens qui trompe. L’addition est inoffen-
sive : elle translate les deux membres sans modifier leur position
relative. Mais la multiplication par un nombre négatif est comme
un miroir : elle retourne ’axe des nombres, et avec lui, ’ordre.

a<b

kb 0 ka

kb < ka (k< 0)

Multiplication par k < 0 : Uordre s’inverse comme dans un miroir

EXEMPLE : Résolvons —2x > 6. On divise par —2, qui est négatif :
le sens s’inverse. On obtient x < —3. Vérification : x = —4
convient, car —2 X (—4) = 8 > 6; x = 0 ne convient pas, car
0 > 6 est faux.

Les trois erreurs qui suivent sont des variations du méme méca-
nisme : appliquer a une inégalité une opération qui ne préserve
pas Pordre.

ERREUR TYPIQUE : « Sia < b, alors 2% < b*. » Clest faux en général.
CONTRE-EXEMPLE : Prenons a = —3 et b = 1. On a bien —3 < 1,
mais (3> =9>1=1%
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L’élévation au carré conserve I'ordre lorsque les deux nombres
sont positifs, mais peut le renverser deés que 'un d’eux est négatif.

Méme picge, autre opération : pour deux nombres non nuls,
prendre I’inverse retourne 'ordre quand les signes sont identiques,
mais le conserve quand ils different.

. 1 1 . n
ERREUR TYPIQUE : «Si a < b, alors PR Ce n’est vrai que si

a et b sont de méme signe.

. On a —2 < 3, et effecti-

W[ =

1
coNTRE-EXEMPLE : Comparons — et

1 1 o A AR .
vement — — —0,5< 0,33... = 3 L’inégalité entre les inverses

va ici dans le méme sens, car les nombres sont de signes contraires.

Enfin, la racine carrée piége autrement : ce n’est pas ’ordre qu’elle
détruit (elle le conserve sur les nombres positifs), mais 'additivité.
Elle se distribue sur le produit, mais pas sur la somme : v/a + b
et /4 + /b ne coincident que si I'un des deux nombres est nul.

ERREUR TYPIQUE : «\/a?> + b* = a+ b.» Clest presque toujours
faux.

CONTRE-EXEMPLE : Aveca =3 etb =4 : \/32+ 42 = /9+16 =

\/Ezs,alorsque3+4:7. Onas#7.

La racine carrée d’'une somme n’est pas la somme des racines
carrées.

Le fil commun est toujours le méme : une opération qui fonc-
tionne sans conditions sur les égalités exige des hypotheses des
qu'on Iapplique aux inégalités. C’est une asymétrie profonde :
I’égalité est robuste, elle survit a toute opération définie appliquée
aux deux membres, la réciproque exigeant en plus que 'opération
soit réversible; I'ordre, lui, est fragile, il ne résiste qu’aux opéra-
tions qui respectent sa direction. Cette fragilité explique pourquoi
manier des inégalités est, en un sens, plus délicat que manier des
égalités; et c’est pourquoi les erreurs s’y concentrent.
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Connaitre les pieges, c’est déja les éviter, mais seulement a moitié.
L’autre moitié exige de comprendre pourquoi le piege fonctionne :
quelle hypothese manquante, quelle condition oubliée. En mathé-
matiques, la vigilance n’est pas un trait de caractére; c’est une
compétence, et elle se cultive.

Larticle présente trois erveurs typiques : chacune mérite sa gamme. Le
premier exercice fait pratiquer I'inversion du sens lors d’une division par
un nombre négatif. Le second fait passer aux inverses de deux nombres
strictement positifs. Le troisiéme teste le piége \/a® + b*> # a-+b, Uerreur

la plus tenace.

* Résolvez —3x < 9.

'¢— < X aunrguod mb
22 ‘vonnjos sed 12U — = X U0 6 < TI ‘UON {6 > ¢ = (F—) X €— 1 H— = X
mogmo‘s>0=0X¢—:0=xmMoJMo6> 6= (¢—)X¢g—16—=x
mod : uoneIYIRA € — < X <= (€—) + 6 < X < 6 > xg— ‘asvaui,s 1edsur] ap
Suas 3] JUOp YurFHu 153 ¢ — : uonUAMY ‘¢ — Ied SAIqUISUIT XNIP SI] SIAIP UQ : UONIN[OS

. 1 1
* 8i 0 <a<b, comparez — et o
a

‘9IPIO T ISISAUSI SISISAUT XNE 1assed ‘SJ!J!SO& 1U2UWI210111S
$9IQUIOU XNIP INOJ % =<0 > 70 = % 12 ¢ > 7 : oduaxyg ? > % SIIP-8-153 9
v, 4 .
T > 5 :suss of 18ueyp sues L xed g > v op sorquiaur xnap s9y ardpnur uQ “rssne
g suop Ynrsod juswa1o1ns 159 g7 ampoxd 9] ‘0 < g 19 0 < ¥ SWWOD : UOHN[OS

* Vrai ou faux : /5* +122 =5+12=17?

(s % “¢) s9xde nuuod
snyd a1 (€1 21 ‘s) wdrnroSeyadd 197diny o[ 1599 1 €1 = LTI + SN PI 0 < q d9Ae
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METHODES

Etude 1. xx METHODE : décoder un calcul croisant fractions, puissances
et priorités

Les calculs réels combinent souvent fractions, puissances et parenthéses
dans une méme expression. La méthode reste la méme (traiter du plus
profond au plus superficiel), mais la difficulté vient de la superposition :
il faut appliquer les régles de fractions et de puissances et de priorités
simultanément. Le piége le plus fréquent : oublier que la barre de fraction
agit comme une parenthése invisible (le numérateur et le dénominateur
sont chacun un bloc).

22 4+3x5

- (3)°

(a) Identifiez le numérateur et le dénominateur. Sont-ils des blocs séparés ?

Calculez

(b) Calculez le numérateur : d’abord 23, puis 3 X S, puis Paddition.

2
(c) Calculez le dénominateur : d’abord (%) , puis la soustraction.

(d) Effectuez la division (numérateur < dénominateur). Simplifiez si
possible.

(€) Résumez : face 4 un calcul combinant fractions et puissances, quelle
est la méthode?

“1as1ATp stnd ‘sauraiur sp1pr011d S35 J2AE
unoeyd ‘sa1ed3s $0[q $HP AUIWIOD INIBUTWOUIP 19 INNBIFWNU IATIL (3) THE A2 LT/T6
s wonedydA (1 = (LT 26)adDd) 21qeyrduts sed 155, u 2D '% = % X €7 = % (p)
/LT = %1 — /8T = ¥/1 — L ‘(proqep sduessmd) /1 = Z<Z/I) : mareurwoud (9)
€7 = <1+ 8 ‘(uwonedrdnnw) ¢ = ¢ X ¢ ‘(proqep 2ouessind) § = £C * INRIDWNN (q)
"UOISIATP e[ JUeA® Juswrurepuadypur anoed 3s UndeyD * (¢/1) — £ = INAITUTIOUIP 12
S X € + [T = IdERWNU : $0[q Xnap aredps uondery ap 21req v (¥) : 1 uonnjos
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Etude 2. x METHODE : réduire au méme dénominateur

Pour additionner deux fractions § + %, il faut un dénominateur commun.
Le plus simple est de prendre b X d, mais c’est parfois inutilement grand.
Le mieux est de prendre le PPCM de b et d, c’est-a-dire le plus petit
entier non nul qui soit d la fois multiple de b et de d (il sera étudié au
chapitre 4). Ensuite on multiplie chaque fraction par ce qu’il faut pour
atteindre ce dénominateur commun, on additionne les numérateurs, et on
simplifie si possible.

Calculez > %
6 8

(a) Quel est le PPCM de 6 et 8?

Indication : Ecrivez les multiples de 8 : 8, 16, 24, 32, ... Quel est le premier qui soit aussi
multiple de 62

(b) Convertissez chaque fraction au dénominateur 24.
(c) Effectuez la soustraction.
(d) La fraction obtenue est-elle simplifiable ?

(€) Résumez : pour additionner ou soustraire des fractions, quelle est la
méthode?

nayrdurs ‘simajerpwnu
$3] 2ITBTISNOS/ISUUONIPPE “IILIZAUOD ‘SINIBUTWOUIP S3P WOJJ 3] 19AN011 : IPOYBIW (3)

*3[qTIONPALIT 153 % : % sed 3STATP U T 39 “[] 32 T 3UOS T 3P SINASIATP 37 (P, % = %

—ZoE= % =f{nk= %iz = 2 (@ %2 = (8‘9)WDdd (¥) : = uonnjos

Etude 3. ++ METHODE : identifier le type de proportionnalité

Face & un probléme concret, il faut d’abord se demander : le quotient des
deux grandeurs reste-t-il constant (proportionnalité directe) ou est-ce leur
produit (proportionnalité inverse) ? Le sens de variation oriente, mais seul
le quotient ou le produit constant tranche. En proportionnalité directe, on
divise puis on multiplie (régle de trois). En proportionnalité inverse, le
produit des deux grandeurs est constant : on calcule ce produit, puis on
divise.

On suppose la cadence d’impression constante, le rendement individuel
des ouvriers constant et le travail partageable sans perte de temps. Deux
problémes. Probleme A : une imprimante imprime 120 pages en 8 minutes.
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Combien de pages en 15 minutes? Probléme B : 6 ouvriers peignent une
cloture en 10 heures. Combien d’heures pour 15 ouvriers?

(@) Probléme A : plus de temps, plus de pages? Proportionnalité directe
ou inverse ?

(b) Calculez le coefficient (pages par minute) et déduisez le nombre de
pages en 15 minutes.

(c) Probléme B : plus d’ouvriers, plus d’heures ou moins d’heures ? Directe
ou inverse?

(d) En proportionnalité inverse, le produit est constant. Calculez ouvriers
X heures, puis déduisez le temps pour 15 ouvriers.

(€) Résumez : comment distinguer proportionnalité directe et inverse, et
quelle méthode appliquer dans chaque cas?

“UOIE[2T [ STIPIDEILI TUBISUOD
ampoxd 3] no 1UAPIY20d 3 [nas ‘d1pur unnb 153 u wonerres ap suss 37 (D = £ X x)
ueisuod ampoxd : asraauy ‘(X = ) 1UEISUOd TUIILYA0 : 219211 (3) 0T X 9 = 09
= % X I : UONEBIYLIIA S2INAY % = G - (9 : SILIANO G] INOJ ‘09 = QOf X 9 : IULISUOD
ampox( (p) ‘sdwai ap surour ‘sxarzano,p snid : asxaaug (3) safed czz = 61 X ST & Urw g1
ug urwysafed g1 = § <+ 0z1 (q) "sa8ed ap snyd ‘sdwray ap snyd : 2102117 (B) : € uonN[Og

Ftude 4. %+ METHODE : factoriser systématiquement une expression

Pour factoriser une expression, on suit un ordre systématique : (1) chercher
un facteur commun a tous les termes et le mettre en évidence; (2) si le
résultar compte dewx termes, vérifier la différence de carrés a* — b*;
s’il en compte trois, vérifier le carré parfait a* -+ 2ab + b*; (3) si rien
ne marche, tenter un regroupement : rassembler les termes deux a deux
pour faire apparaitre un facteur commun, comme dans x°+x*+x-+1 =
x*(xc + 1) 4 (e 4 1) = (x> + 1)(xx + 1). Lerreur la plus fréquente est de

sauter ’étape (1) et de chercher directement une identité.
Factorisez 2> — 18x.

@) Y a-t-il un facteur commun 4 tous les termes? Lequel ?

(b) Mettez-le en évidence. Que reste-t-il entre parenthéses?

(c) L’expression entre parenthéses est-elle une différence de carrés?

(d) Factorisez complétement.
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(€) Résumez : quel est lordre d suivre pour factoriser?

quawadnoiax smd ‘ojqenbrewar smuapr smd ‘proqe,p unwwod Id19ef : IPIQ (3)

"193110D) "X — XT : [IOL X§[— = g.(gf).xzfzxg = g.x,xzszng = x-(¢—)-xT
fsxz = X . x . xg:uonedyuIA (€ + x)(€ — x)xg = (6 — Zx)xz P)eE=qx=vr
AT g — 1992 ‘zg — X = 6— X:mo () (6 — Zx)xz = X8I — XT (q)
(6 - xz = x81 1 XXt = cxz) UNWWOd 108 183 Xg : MmO (¥) : ¥ uonnjog

Etude 5. xx METHODE : construire et utiliser le triangle de Pascal

Pour développer (a + b)", on a besoin des coefficients binomiaux. Le
triangle de Pascal les fournit sans calcul de factorielles : on part de 1 au
sommet, chaque nombre est la somme des deux nombres au-dessus de lui,
et les bords sont toujours 1. La ligne n donne les coefficients de (a + b)".
Les puissances de a décroissent de n a 0, celles de b croissent de 0 a n.

Développez (2x + 3)°.
() Ecrivez la ligne n = 3 du triangle de Pascal.
Indication : Lignen =2 : 1,2,1. Purn =3 : 1,1+ 2,2+ 1,1
(b) Identifiez a = 2x et b = 3. Ecrivez les puissances de a et de b pour
k=0,1,2,3.
() Assemblez : pour chaque k, multipliez le coefficient par 2> * x b*.
(d) Simplifiez chaque terme et additionnez.

e) Résumez : comment développer (a-+b)" a laide du triangle de Pascal ?
PP g

“Touuontppe smd ‘(a’q Xy red srdnnw 1ua1oLya0d 3Y) Juswredss sunra anbeyd
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Etude 6. *x-piége METHODE : manipuler les inégalités sans se tromper

Les inégalités se manipulent comme les égalités, sauf quand on multiplie
ou divise par un nombre négatif : dans ce cas, le sens s’inverse. L’erreur
classique est d’oublier cette inversion. Autre piége : le carré conserve
Pordre sur les nombres positifs ou nuls; avec un nombre négatif, il faut
examiner la situation. La méthode : a4 chaque opération, se demander
« est-ce que cette opération conserve l'ordre? » avant de lappliquer.

3 2 = 5%
Résolvez > 1.

(@) Multipliez les deux membres par 3. Le sens change-t-il ?

Indication : Le nombre 3 est-il positif ou négatif?

(b) Vous obtenez 2 — x > 3. Isolez x.

(c) 4 quelle étape le sens a-t-il changé (ou non) ?

(d) Vérifiez votre réponse avec x = —2 (doit marcher) et x = 0 (ne
doit pas marcher).

(€) Résumez : quelles opérations inversent le sens d’une inégalité ?

‘suas 9] srewre( aJueyd SU ITEIISNOS/IIUUONIPPY
'suas 3] as1aAut JneSsu arquou un red 1as1Ap no xArdBMN (3) T— % 0 : 193110D ‘UON
<L0R§ =g i0=XMOT<EETR § = gy T~ =% (p) T—
red vonesridnnur e ¢ 38ueyd e suss 37 (9) ‘T— > X : IsIAULS suds [ : [— red ardnnw
UQ T <X— < ¢<Xx—¢(q) ¢ <x— ¢:uosnaurp sed ‘0 < ¢ (¥) : 9 uonnfos

RECAPITULATIF DES METHODES

PRIORITES : Traiter les niveaux du plus profond (parenthéses) au plus
superficiel (addition). Le sens de lecture, de gauche a droite, ne départage
que des opérations de méme niveau : multiplications et divisions entre elles,

additions et soustractions entre elles.

DENOMINATEUR COMMUN : Trouver le PPCM des dénominateurs,
convertir chaque fraction, additionner/soustraire les numérateurs, sim-

plifier.
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PROPORTIONNALITE : Directe = coefficient constant (y = kx). Inverse
= produit constant (xy = C). Le sens de variation oriente, seul le quotient

ou le produit constant caractérise la relation.

FACTORISATION : Ordre : (1) facteur commun, (2) identité remar-
quable, (3) regroupement. Ne jamais sauter I’étape (1).

TRIANGLE DE PAscAL : Construire ligne par ligne (chaque nombre =
somme des deux au-dessus). La ligne n donne les coefficients de (a + b)".
INEGALITES : A chaque opération, se demander : le sens change-t-il?
Parmi les opérations permises sur une inégalité linéaire, seule la mul-
tiplication ou la division par un nombre négatif linverse; toute autre
transformation (passage aux inverses, élévation au carré) demande une

étude du sens de variation.

EXPEDITIONS

EXPEDITION I : LE CALCUL MENTAL ET LES IDENTITES
Prérequis : étude 4.

Peut-on multiplier de téte 97 X 1032 Et 998 X 1002 ? Les identités
remarquables transforment des produits compliqués en calculs mentaux.
(a) Calculez 97 X 103 en utilisant I'identité (a -+ b)(a — b) = a* — b*.
Indication : 97 = 100 — 3 et 103 = 100 + 3.

(b) Calculez 998 x 1002 de la méme fagon.

(c) Calculez 47 X 53 et 196 X 204.

(d) Inventez trois produits de votre choix et calculez-les mentalement.
(€) Pourquoi cette méthode fonctionne-t-elle si bien quand les deux
nombres sont symétriques par rapport 4 un nombre rond ?

(f) Essayez maintenant 99*. Quelle identité utiliser ?

Indication : 99 = 100 — 1, donc 99> = (100 — 1> = . ..
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Lidentité (a + b)(a — b) = a* — b* transforme un produit de deux
nombres « symétriques » autour d’un pivot en un carré moins un petit
carré. Et (a— b)* = a* — 2ab+ b* permet de calculer les carrés proches
d’un nombre rond. Les identités remarquables ne sont pas des formules a
mémoriser : ce sont des outils de calcul mental.

1086 = T+-00C — 00001 = (I — 001) = ,66 (§) 12d 155 9 12 (39NO[E3 ¥ 3[1785) puox
p1red un 155 v anb 2o1eq (9) H866€ = 91 — 0000% = H0T X 961 (16T = 6 — 00ST
= €5 X 1% (3) 966666 = % — 0000001 = (T + 000T)(T — 000T) = TOOT X 866 (q)
1666 = 6 — 00001 = (€ + 001)(€ — 00I) = €0T X £6 (¥) : I npusr adwo)

EXPEDITION 2 : LES SECRETS DU TRIANGLE DE PASCAL
Prérequis : étude 5.
Le triangle de Pascal a lair simple : des 1 sur les bords, et chaque

nombre est la somme des deux au-dessus. Mais ce triangle cache des
régularités remarquables.

(a) Construisez les 8 premiéres lignes du triangle (de n =0 a n =7).
(b) Calculez la somme des nombres de chaque ligne. Que remarquez-
vous ?

Indication : Ligne O : 1. Ligne 1 : 1 + 1 = 2. Ligne 2 : 1 + 2 + 1 = 4. Continuez.

(c) Regardez la deuxiéme diagonale (celle qui commence par
1,2,3,4,...). Quelle suite reconnaissez-vous ?

(d) Regardez la troisiéme diagonale (celle qui commence par
1,3,6,10,...). Comment s’appellent ces nombres?

Indication : Ce sont les nombres de la forme 1+2+3 -+ - - - + k. On les appelle les nombres
triangulaires.

(e) Additionnez les diagonales montantes. Pour les repérer : partez du 1
le plus a gauche de chaque ligne, et remontez en diagonale vers la droite
en passant a la ligne du dessus d chaque pas. Premiére diagonale : le 1
tout en haut (seul). Deuxiéme : le 1 a4 gauche de la ligne n = 1 (seul).
Troisieme : le 1 4 gauche de la ligne n = 2 et le 1 de droite de la ligne

n =1, soit 1 +1 = 2. Continuez. Quelle suite apparait?
Indication : Diag. 1 : 1. Diag. 2 : 1. Diag. 3 : 1+1 = 2. Diag. 4 : 1 + 2 = 3. Diag. 5 :
1+3+41=5. Diag. 6 : 1+ 4 + 3 = 8. Reconnaissez-vous la suite 1,1,2,3,5,8,13,. . .7

(f) Pourquoi la somme de la ligne n vaut-elle 2" ?

Indication : (1+1)" = Z (:) O Z (Z)
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Le triangle de Pascal contient les entiers naturels non nuls (2° diagonale),
les nombres triangulaires (3° diagonale), la suite de Fibonacci (diagonales
montantes), et les puissances de 2 (sommes de lignes). Un triangle de
nombres aussi simple engendre une richesse combinatoire étonnante. On
le retrouvera en probabilités (loi binomiale), en analyse (développements
limités, au volume suivant), et en théorie des nombres.

(Z) $JUITOLI0I $3P SWwos ] auuop swouiq 3] red addopPasp (1 + 1) 19 T
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EXPEDITION 3 : POURQUOTI (1,01)” GROSSIT SI VITE
Prérequis : études 3, §.

Une augmentation de 1 % par an semble dérisoire. Mais aprés 100
ans?
(a) Calculez (1,01)* 4 la main (identité (1 + x)* = 1+ 2x + x> avec
x = 0,01).
(b) Calculez (1,01)'° 4 la calculatrice. Comparez avec 1+ 10 X 0,01 =
1,10.
(0) Calculez (1,01)'°°. Comparez avec 14100 x 0,01 = 2.

Indication : Utilisez la touche puissance de la calculatrice, puis comparez les deux résultats.

(d) 4 la calculatrice, calculez (1,01 (un an de croissance quotidienne
a1 %). Le résultat vous surprendra.

(€) Maintenant essayez (1,001)'°°° er (1,0001)'°°%°. Vers quelle valeur
semblent converger ces nombres ?

Indication : Comparez avec e = 2,71828 . . .

() Pourquoi, pour un taux x > 0 et un entier n > 2, a-t-on (1 + x)" >

1+ nx?
Indication : 1+ x)" =14+ nx+ (;) x? + - - - Le terme nx est la croissance linéaire. Les

termes suivants ((;) X2, etc,) sont le bonus de la composition.

Pour un taux x > 0 fixé, (1+x)" croit beaucoup plus vite que 1+ nx dés
que n est grand. La différence vient des termes croisés du binéme : les
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intéréts produisent eux-mémes des intéréts. C'est la croissance composée,
lidée derriére les intéréts bancaires et la croissance démographique ; avec
un taux négatif, la méme formule décrit la décroissance radioactive. Et
quand x = 1/n avec n — o0, (1 + 1/n)" converge (résultat admis ici,
que ces essais ne démontrent pas) vers le nombre e = 2,718, l'une des
constantes les plus importantes de toute I’analyse.
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LECTURES COMPLEMENTAIRES

* Euler, L. (1770), Vollstindige Anleitung zur Algebra (traduction fran-
¢aise, Elémens d’algebre, 1774). Le manuel fondateur du calcul algé-
brique élémentaire.

* Klein, F. (1908), Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte
aus, vol. I (traduction anglaise, Macmillan, 1932). L’arithmétique et
Palgébre revisitées avec le recul du mathématicien.

* Courant, R. & Robbins, H. (1941), What Is Mathematics?, Oxford
UP. Panorama vivant, du nombre au calcul.
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