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AVANT-PROPOS

Une méme équation peut étre lue par ses solutions, par ses symétries ou
par les fonctions qui en enregistrent les traces. Le programme de Langlands
demande comment passer entre de telles descriptions sans perdre les opérations
qui leur donnent un sens. Ce volume suit cette question depm'x les corps de
nombres jusqui la corvespondance géométrique et au parconrs de sa prenve
de 2024.

Les Correspondances ouvrent, avec la Physique mathématique, e cycle
de recherche du Cours articulé de mathématiques. Elles supposent les acquis
de la Maitrise, notamment la théorie de Galois, [ analyse fonctionnelle et la
géomérrie différentielle. Les outils algébriques ex géométriques plus spécialisés
sont introduits lorsqu'une question les rend nécessaires. Le livre sadresse an
lectenr qui veut comprendre comment les domaines se relient, puis retronver
dans les sources les constructions et les prenves complétes.

Le parcours comprend trente-sept chapitres et deux cent trente-huit articles,
distribués en huit parties. La premiére établit les langages local et global de
Larithmétique et la réciprocité. La deuxiéme construit les formes modulaires,
les fonctions L, les groupes duanx et les représentations antomorphes. La
troisieme développe la géométrie arithmétique jusqua la modularité, anx
périodes et aux valenrs spéciales. La quatrieme examine les méthodes et
les réalisations du programme arithmétique; la cinquieme approfondit les
variétés de Shimura, les motifs et la géométrie p-adique.

Les trois derniéres parties changent les objets de la correspondance. Mo-
dules différentiels, champs de fibrés et catégories dérivées préparent ’énoncé
géométrique. Le cas abélien fournit un calcul dirvectenr; Hecke et Satake
conduisent ensuite an théoréme général. Les chapitres consacrés & la prenve
distinguent la construction du fonctenr, les compatibilités locales et globales,
puis le contrdle qui rend ce fonctenr équivalent. Le dernier chapitre ouvre
vers la physique par les charges, les lignes et les branes.

La distinction entre ces parcours fait partie du propos. Le théoréme géo-
métrique de Rbam non ramifié n'est pas la résolution de tout le programme
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arithmétique. Son interprétation physique ne démontre pas a elle seule une
dualité de théories de jauge. Les hypothéses, les normalisations et la nature
des catégories sont donc conservées dans les énoncés. Les résultats difficiles
sont identifiés comme admis lorsque larticle en explique le rile plutdt qu’sl
n'en reproduit la démonstration.

L article demenre l'unité de lecture : une question, une construction, un
exemple calculé et son interprétation. Les renvois numérotés permettent de
retronver un acquis sans recommencer son exposition. Les lectures complé-
mentaires orientent vers les sources; les questions de recherche qui cloturent
les chapitres prolongent un calcul, mettent a Uéprenve une distinction ou
situent une conjecture. Elles ne sont pas toutes des problémes ouverts : leur
rdle est de donner au lecteur une opération a poursuivre.

Les objets familiers reviennent avec de nouvelles fonctions. Dans Q(ﬂ ),
les entiers, les unités et les places font travailler ensemble algebre et arithme-
tigue. Une courbe elliptique porte des points rationnels, des modules de Tate
et une fonction L. Le groupe GLg permet de comparer une représentation,
une forme automorphe et une modification de fibré. Ces retours rendent
sensible la continuité de la collection.

Un dictionnaire ne devient utile que lorsqu’il conserve ce que les phrases
permettent de faire. La limite de cette image est essentielle : rapprocher des
noms ne construit pas une corvespondance. C'est en suivant les opérations,
leurs compatibilités et lenrs prenves que le lecteur pourra mesurer ce que les
différents langages ont appris a se transmettre.
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AU LECTEUR

Ce cours articule en cing volumes la grammaire par laquelle la réalité
se compose elle-méme : plus de mille trois cents articles de mathématiques,
du premier nombre entier a la correspondance de Langlands et de la
brachistochrone a lamplituédre. Lentreprise est vaste. Lauteur ne prétend
pas quelle soit sans défauts; il affirme qu'elle est sincere.

Chagque article développe une seule idée, de sa motivation a son interpréta-
tion. Les définitions sont encadrées; les théorémes majeurs le sont également,
en rouge, dans les volumes 2 et 3 de la collection. Les preuves sont présentes
la ou elles édairent, esquissées la on la riguenr complete anrait obscurci le
propos, et admises lorsque leur difficulté excéde le cadre de larticle. Le lectenr
saura distinguer les trois cas.

Dix objets mathématiques traversent la collection comme des fils ronges : le
cercle S 1, les entiers 7, extension Q(\/i ), la conrbe elliptique y2 =i —X,
le groupe GLa, la fonction ((s), lespace L2, lanneau K [X], le groupe
symétrique &3, et le rore T2, Du caleul trigonométrique an groupe dual
de Langlands, de Uoscillateur harmonique 4 la dualité de Montonen-Olive,
chacun de ces objets réapparait a chaque cyce avec une profondeur nouvelle.
Quand l'un se manifeste, le texte le signale.

Les figures, plus de huit cents an total, ont été dessinées avec le soin qu'exige
un format de poche : chaque trait a une raison d’étre, chaque label est dégagé
de toute courbe, et la palette se limite a quatre coulenrs. Elles ne remplacent
pas la démonstration; elles la précédent. Le lectenr qui regarde la figure
avant de lire le théoréme comprendra souvent ['énoncé avant d'en avoir lu
un mot.

Chagque chapitre se prolonge par des Lectures complémentaires, choisies
pour rejoindre les sources et approfondir les constructions, puis par des
Questions de recherche. Célles-ci invitent a prolonger un exemple, préciser
une bypotbé;e ou comparer deux ope’mtz'om. Lor.rqu’une conjecture intervient,
son statut est distingué des résultats démontrés; toutes ces questions ne sont
pas des problémes ouverts au sens de la recherche actuelle.
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Le lecteur peut suivre le chemin linéaive ou emprunter les passages trans-
versaux entre volumes. Les volumes I a III forment une progression continue
du lycée a la maitrise. Le volume IV séléve vers le programme de Lan-
glands; le volume V; vers la physique mathématique. Tous deux supposent le
volume III mais penvent se live indépendamment Lun de lantre.

Toute erreur signalée est une erveur corrigée.
wdf@clementinium. com
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NOTE SUR LES CYCLES

Les cing volumes de la collection accompagnent une progression, des premiers
objets mathématiques anx questions de recherche :

o Eléments (1) : les mathématiques de Uenseignement secondaire, de L'arith-
métique aux premieres prenves.

» Licence (II) : les fondements des érudes universitaires de mathématiques.
* Maitrise (III) : les approfondissements et la préparation a la recherche.

+ Correspondances (IV) : le cycde de recherche, du corps de classes au

programme de Langlands.

* Physique mathématique (V) : le cycle de recherche, des symétries aux
cordes.

Ces niveaux orientent la lecture sans imposer un calendrier universitaire.
Les parties et les chapitres donnent les étapes du parcours; le rythme dépend
des acquis du lectenr et des questions qu’il soubaite approfondir.

Les volumes I, 11 et II1 construisent successivement les prérequis qui permettent
daborder le suivant. Le lecteur peut entrer directement au niveau dont il
possede les acquis. Les volumes IV et V partagent le socle de la Maitrise et
pewvent étre lus indépendamment lun de lautre. Les passerelles en début
de volume précisent le changement de perspective.
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DE LA MAITRISE AUX CORRESPONDANCES

Jusqu'ic, chaque branche des mathématiques avait son propre langage.
Lanalyse parlait de limites et de mesures; lalgebre, de groupes et d’idéaux;
la géométrie, de variétés et de faisceanx. Ce qui suit est 'bistoire dune
découverte : ces langues sont des dialectes d’une méme grammaire.

Le programme de Langlands, vers lequel convergent les parties des Corres-
pondances, est L une des entreprises les plus ambitieuses de la mathématique
contemporaine. Il postule Uexistence de correspondances profondes entre la
théorie des nombres, Lanalyse harmonique et la géométrie algébrique, trois
domaines que l'on pourrait croire indépendants, mais qui sont reliés par des
symétries cachées dont on commence & peine & mesurer la portée.

Le parcours commence par les fondations arithmétiques : corps de nombres,
nombres p-adiques, adéles et réciprocité. Il construit ensuite les formes modu-
laires er automorphes, puis la géométrie arithmétique jusquanx théorémes
de Weil et de modularité. Les méthodes du programme de Langlands, les
chtoucas, les variétés de Shimura, les motifs et la géométrie p-adique pré-
cedent les outils du langage géométrique. Modules différentiels, champs et
catégories rendent alors possible un parcours de la prenve de 2024. La dernicre
étape prépare la lecture physique sans Uintroduire dans la démonstration
du théoréme.

Les groupes de Lie, dont ce volume fait un usage constant, sont exposés au
chapitre 78 de la Maitrise; le lectenr pourra sy reporter avant d aborder les
groupes réductifs.

La grammaire par laquelle la réalité se compose n'est pas achevée. Ce que
Lon en sait, ce que L'on en devine, et ce qu’il reste a déconvrir, cest [objet de

ce volume.



Premicre partie

Réciprocité et langage
arithmétique

Les corps de nombres donnent le terrain global; leurs complétions
permettent d’isoler chaque place. Les adeles et les idéles réunissent
ces données avant que la réciprocité n’identifie les quotients qui
gouvernent les extensions abéliennes. Les représentations galoisiennes
élargissent ensuite la question : comment conserver une action lorsque
le groupe ne se réduit plus a ses caractéres ?



CHAPITRE 1

CORPS DE NOMBRES ET ANNEAUX
D’ENTIERS

Adjoindre un nombre anx rationnels change les opérations possibles, mais
aussi ce que signifie étre entier. Une fraction peut satisfaire une équation
unitaire; un nombre peut perdre sa factorisation unique; un idéal peut
conserver cette unicite sans avoir de générateur. Ces différences demandent une
arithmétique qui reconnaisse les objets avant de les compter. Les plongements
les rendent visibles sous plusieurs aspects, et les réseanx permettent d'en
mesurer les écarts. Le passage aux corps de nombres ne remplace pas les
entiers ordinaires par des nombres plus compliqués : il révéle les conditions
précises qui faisaient fonctionner leur arithmeétique.

Articles de ce chapitre :

oor. Corps de nombres — Les racines du polyndme minimal donnent les
plongements et la signature.

002. Anneaux d’entiers — Une base du corps n'engendre pas nécessairement
tous ses entiers.

003. Norme, trace, discriminant — Le calcul matriciel distingue les inva-
riants d'un élément et ceux d’une base.

004. Idéaux de Dedekind — Deux factorisations d’un élément retronvent
la méme factorisation idéale.

00s. Groupe de classes— Une borne finie permet de calculer le défant de
principalité.

006. Unités de Dirichlet — Le logarithme révéle un résean, avec une nor-
malisation a respecter.



4 RECIPROCITE ET ARITHMETIQUE

I. CORPS DE NOMBRES.

Quiarrmve-r-iz lorsqu’on adjoint v/-5 aux rationnels ? On obtient
un corps Q(v/-5) dont I'anneau dentiers Z[v/-5] offre i l'entier
6 deux factorisations essentiellement distinctes: 6 = 2 -3 =
(1 + v/=5)(1 - v/=5). La factorisation demande donc d’autres
objets que ceux qui suffisaient dans Z. Avant de reprendre ce calcul
au niveau des idéaux, il faut comprendre les différentes fagons de
représenter le corps lui-méme.

pEFINITION 11 : Un corps de nombres est une extension finie
K de Q. Son degré est lentier » = [K : Q. Le corps Q
lui-méme est un corps de nombres de degré 1. Les corps
quadratiques Q(v/d) (avec d € Z sans facteur carré, d # 0, 1)
sont de degré 2, et les corps cyclotomiques Q({) sont de
degré p(m).

Chaque corps de nombres admet exactement 7 plongements dans
C, certains réels et d’autres complexes. Leur répartition détermine
la nature arithmétique du corps.

conjugués
Signature (r1,72) = (1,

Les trois plongements de Q(% ) : un réel et une paire de conjugués complexes, donnant la

signature (1, 1).
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DEFINITION 1.2 : Soit K un corps de nombres de degré #. Un
plongement de K est un morphisme de corps o : K — C. I
en existe exactement 7. Parmi ceux-ci, 1 sont réels (d’image
contenue dans R) et les #» — 71 restants se regroupent en
rg paires de conjugués complexes. Le couple (r1,72), avec
r1 + 2ro = n, est la signature de K.

prorosizioN 13 : Par le théoréme de I'élément primitif, tout corps
de nombres s¥écrit K = Q(«) pour un « algébrique, racine d’un
polyndme irréductible ' € Q[x] de degré ». Une base de K sur Q
est alors {1,a, a2, ..., " 11,

La séparabilité en caractéristique zéro et le théoreme de I'élément
primitif sont repris de I'article « Séparabilité » de la Maitrise. 1ls
ramenent ici le dénombrement des plongements 4 celui des racines.
DES RACINES AUx PLoNGEMENTS : S1 K = Q(a) et si f est le poly-
néme minimal de o, un plongement doit envoyer c sur une racine
de f. Réciproquement, chaque racine 5 définit un morphisme
Q[X]/(f) — C par évaluation en §. Ce morphisme de corps est
injectif. Comme f est séparable de degré 7, ses 7 racines donnent
exactement z plongements.

exeaeie : Le corps Q(v/2) a signature (2,0) : ses deux plongements
envoient /2 sur +/2, tous deux réels. Le corps Q(7) a signature
(0,1) : ses deux plongements envoient i sur %i, et forment une paire
conjuguée. Le corps Q( ¥2) a signature (1,1) : une racine cubique
réelle et deux racines complexes conjuguées.

REMARQUE 1.4 : La signature (r1,72) gouverne le rang du groupe
des unités (théoréme de Dirichlet : rang 1 + 2 - 1), le signe du
discriminant ((~1)"2) et la forme du plongement canonique de
K dans Rl x C2. Elle condense en deux entiers les contraintes
archimédiennes qui pésent sur toute larithmétique de K.

Les plongements donnent ainsi plusieurs lectures compatibles d’un
méme nombre : les relations algébriques sont conservées, méme
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lorsque ses images changent. Cette pluralité ne transforme pas le
corps en plusieurs corps indépendants; elle permet de 'observer
dans toutes ses directions archimédiennes. Elle ne dit pas encore
quels éléments joueront le role des entiers. Pour commencer larith-
métique, il faut choisir & Pintérieur du corps I'anneau qui les
contient tous.

2. ANNEAUX D’ENTIERS.

Les entiers ordinaires forment un sous-anneau bien déterminé de
Q. Mais lorsqu’on passe 4 un corps de nombres K, quels éléments
jouent le réle des entiers ? La réponse ne va pas de soi : dans Q(v/5),

14+5

le nombre d’or ¢ = =5 (qui ne ressemble guere a un entier)

vérifie % - ¢ -~ 1 = 0 et mérite le titre d'entier algébrique.

pErNtTION 2.1+ Un entier algébrigue est un nombre complexe
o racine d’un polyndme unitaire a coefficients dans Z : o +
210"+ -4 29 = 0 avec 4; € Z. Lensemble de tous les
entiers algébriques forme un sous-anneau Z de C.

La caractérisation modulaire clarifie cette notion : « est entier
algébrique si et seulement si Z[c] est un Z-module de type fini.
L’intégralité se lit dans la finitude du module engendré.

DEFINITION 2.2 : Soit K un corps de nombres. L'annean des
entiers de K est Ox = K N Z, I'ensemble des éléments de K
qui sont entiers algébriques.

PrOPOSITION 2.3 : Si K est un corps de nombres de degré 7, alors
Ok est un Z-module libre de rang ». Autrement dit, il existe une
base d’entiers {w1, . . ., wy} telle que O = Zw1 @ - - - @ Zw,.

Nous reprenons ce théoréme comme acquis de larticle « Entiers
algébriques et anneaux de Dedekind » de la Maitrise. 1l affirme
plus que lexistence d’une base du corps : les coefficients des entiers
dans cette base particuliere sont eux-mémes des entiers ordinaires.
Une base sur Q ne posséde pas nécessairement cette propriété.
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LA BASE QUE LE NOMBRE D’OR COMPLETE : Dans K = Q(\/g), la
formule quadratique de 'anneau d’entiers, admise ci-dessous, donne

1++/5 2
Y =5 > ¥

O[(ZZ@ZQ&, 5

=p+1

Lélément ¢ n’appartient pas 2 Z[v/5] : ses coefficients dans la base
(1,+/5) sont 1/2 et 1/2. Inversement, /5 = 2¢ - 1, si bien que

ZIV5] = Z + 2Zyp ¢ Ok.

L’indice est 2 : les deux classes sont représentées par 0 et ¢. Ad-
joindre un générateur du corps n’avait pas produit I'anneau de tous
ses entiers.

Dans les coordonnées de la base entitre (1, ), I'indice devient
visible : le sous-anneau occupe une ligne sur deux du réseau. Une
maille de ce sous-réseau contient deux mailles du réseau entier.
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©

ZIVE) = Z + 2Z¢
[Ok : Z[V5]] = 2

Coordonnées dans la base (1, @), et non plongement de Minkowski. Les points pleins
représentent Z[\/g] ; les points évidés completent Oc. Les deux cellules ont chacune aire un

dans ces coordonnées.

ExEmpLE : Pour K = Q(\/;i) avec d sans facteur carré, d # 0,1,
la formule admise est Ox = Z[\d) si d = 2 on 3 (mod 4), et

Ok =17 [1%\/‘?] sid =1 (mod 4). Lanneau des entiers de Gauss

Zi] (cas d = -1) est le plus classique. Pour les corps cyclotomiques,
OQ(Cp) = Z[G) lorsque p est premier.

REMARQUE 2.4 : Déterminer Ok est un probleme algorithmique
non trivial, méme pour les corps cubiques. L'inclusion Z[a] C Ok
peut étre stricte : 'anneau des entiers est plus grand que ce qu'un
générateur naif suggere, et c’est dans ce surplus que se cache la
structure arithmétique fine.

Une base enticre regle Iécriture de tous les entiers du corps, comme
une grammaire qui fixe les coefficients autorisés. Elle n’est pas
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canonique : plusieurs bases donnent le méme anneau. Le prochain
calcul devra donc distinguer ce qui dépend de cette écriture et ce
qui demeure lorsque 'on en change.

3. NORME, TRACE, DISCRIMINANT.

Cranczr de base peut multiplier un discriminant sans changer le
corps. Dans Q(+/5), les bases (1,v/5) et (1, ) décrivent le méme
espace vectoriel, mais une seule engendre tous les entiers sur Z. Pour
mesurer cette différence, il faut d’abord retrouver deux invariants
d’un endomorphisme : sa trace et son déterminant.

DEFINITION 3.1 : Pour o € K, la multiplication mq : x — o
est un endomorphisme du Q-espace vectoriel XK. Sa trace est
la trace de a, son déterminant la norme :

Tri/q(e) = 3ol Ni/q(e) = [ o

Les égalités avec les plongements résultent de la décomposition
séparable K ®g C ~ C”, utilisée ici comme acquis.

La trace est additive, la norme multiplicative. Elles envoient les
entiers algébriques dans Z, car la multiplication par un entier a
une matrice enti¢re dans une base enti¢re. La norme algébrique
n’est pas une norme d'espace vectoriel : elle peut étre négative et ne
mesure pas 2 elle seule toutes les valeurs absolues des conjugués.

UNE amurtipricaTion carcurfe : Gardons g02 =@+ 1. Pour a =
a+ by, avec a,b € Q, les images de 1 et de ¢ donnent

_ (a b
el =\, ,44)

Ainsi Tr(o) = 22 + b et N(a) = A2+ ab - 42 En e,
Tr(p) = 1, N(p) = -1 et Tr(p?) = 3.

Pour une base B = (w1, . . .,w,) de K sur Q, son discriminant est

disc(B) = det(Tr(w,wj)) = Clet(al'(u.ij))2
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La seconde égalité vient de lidentité matricielle 7 = StS. La
séparabilité garantit la non-dégénérescence de la forme trace, donc
ce déterminant est non nul.

DEUX BASES, DEUX DISCRIMINANTS : Les matrices des traces sont res-
pectivement

2 1 2 0
T<1’*"):(1 3)’ TOME):(O 10)'

Leurs déterminants valent 5 et 20. Si B = BP, alors Ty = PT3P,
d'otr disc(B') = (det P)? disc(B). Ici, v/5 = 2¢ - 1 donne det P =
2 : P'indice calculé a I'article précédent apparait au carré.

Deux bases enti¢res du méme anneau sont reliées par une matrice

entiére inversible sur Z, de déterminant 41. Leur discriminant
commun est le discriminant du corps, noté dg.. Ainsi dQ( VB) = 5

et non 20.
a €K
o1 (a) 200 o, ()

Tr(a) = Z, oi(a) covol(Ok)

N(a) = [T, o:(a)

272\ /Jdx]

La trace additionne les conjugués et la norme les multiplie. Pour une base entiére, le

covolume réel du plongement de Minkowski non redimensionné vaut 272 | /|dg|.

Le discriminant décrit la trame des entiers A travers leurs plonge-
ments. Cette lecture géométrique demande une mesure fixée : le
déterminant complexe de tous les plongements n’est pas directement
le volume réel dans R x C2. Le facteur indiqué dans la légende
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assure le passage entre les deux conventions. Le signe de di est
(=1)"2 ; sa valeur absolue intervient dans les bornes arithmétiques
que nous rencontrerons.

La base a changé, mais le corps est resté le méme. Le discriminant a
distingué deux anneaux dans ce corps; la factorisation des idéaux va
maintenant révéler comment leurs nombres premiers se comportent.

4. IDéAUX DE DEDEKIND.

Dans Z[V/-5], Pégalité 6 = 2 -3 = (1 + v/-5)(1 - v/-5) ne se
réduit pas 2 un changement d'ordre des facteurs. Posons s = V-5.
La norme N(a + b5) = 4% + 56* ne prend ni la valeur 2 ni la
valeur 3 sur les entiers. Comme les normes de 2, 3 et 1 & s sont
4, 9 et 6, une décomposition de I'un d’eux en deux non-unités
imposerait 'une de ces valeurs impossibles. Les quatre facteurs sont
irréductibles. Les seules unités sont &1, et les deux factorisations
ne sont pas associées.

Le rappel de Dedekind dans la Maitrise annongait une unicité
retrouvée au niveau des idéaux. Nous gardons sa convention : un
anneau de Dedekind est intégre, noethérien, intégralement clos
dans son corps des fractions et de dimension 1. Il n’est donc pas
un corps, €t ses idéaux premiers non nuls sont maximaux.
L’anneau Ok satisfait ces conditions. Sa noethérianité vient de sa
finitude sur Z; sa cloture intégrale, de la transitivité de Iintégralité.
La dimension 1 est un acquis : tout quotient par un idéal premier
non nul est un corps fini.

FACTORISATION ET INVERSIBILITE : Tout idéal propre non nul est, de
maniere unique a lordre pres, un produit de puissances d’idéaux
premiers non nuls distincts. Un idéal fractionnaire non nul est
un sous-module 7 de K tel que dI C Ok pour un d € Og \ {0}.
Nous admettons que tout idéal non nul est inversible, avec

IV ={x €K :xl C Ol
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Clest I'étape substantielle de la factorisation. L'unicité se lit alors
directement : un premier contenant un produit contient un facteur;
la maximalité identifie les facteurs premiers, puis leur inverse permet
de simplifier. L'existence utilise aussi la noethérianité et n’est pas
redémontrée ici.

Le produit vide donne I'idéal unité. Les idéaux fractionnaires
non nuls forment ainsi un groupe abélien libre sur les idéaux
premiers non nuls. Pour calculer, on utilise la norme d’un idéal
intégral non nul, N(a) = [Ok : a]. Sa multiplicativité et Iégalité
N((@)) = [Ng /()| sont admises.

LE MEME PRODUIT DERRIERE LES DEUX ECRITURES : Dans Zl[s|, posons
p2=(2,145), p3=B,1+s), p3=(31-3).

Les quotients sont Fa, F3 et [F3, par substitution de s par 1, -1 et 1,
respectivement. Ces idéaux sont donc premiers, de normes 2, 3 et 3.
Les générateurs de p3 sont 4, 2(1 ++) et (1 +5)% = -4+ 25 : tous
sont divisibles par 2. L’inclusion p3 C (2) est une égalité puisque
les deux normes valent 4. De méme, les générateurs donnent les
inclusions suivantes, et leurs normes donnent les égalités :

(3) = p3bs, (1 +5) = paps3, (1-5) = p2bs.

Ainsi (6) = p3psps est Punique factorisation idéale des deux
produits initiaux.

Un premier rationnel p est 7amifié lorsqu’un exposant de la facto-
risation de pOg est supérieur a 1. Le critére p | dg, équivalent a
cette ramification, est admis. Ici dg = -20 : seuls 2 et 5 ramifient,
et le carré p3 le montre déja pour 2.
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= ) L=z | [z |
l l l

(o ] (o] [ ]
() = p1p2 () =n» @) =p*

Dans un corps quadratique, un premier est décomposé, inerte on ramifié. Le dernier cas se

reconnait a un facteur idéal répété.

Les idéaux donnent une écriture commune aux deux décompo-
sitions de 6. Cette écriture ne rend pas chaque idéal principal :
elle conserve précisément les facteurs qu'aucun élément seul ne
représente. Le groupe de classes va mesurer cette différence.

§. GROUPE DE CLASSES.
Sr les idéaux se factorisent de maniére unique, pourquoi les éléments
ne le font-ils pas? Il manque une condition : chaque facteur idéal
devrait étre engendré par un élément. Dans Z[v/-5], lidéal po =
(2,1 + v/-5) a norme 2, mais aucun élément n’a cette norme. Le
quotient qui identifie les idéaux différant par un facteur principal
conserve exactement cet obstacle.

DEFINITION 5.1 : Le groupe de classes de K est le quotient
Cl(K) = Ix /P,

ou I est le groupe des idéaux fractionnaires non nuls et

Pk son sous-groupe des idéaux principaux (a), @ € K.

II est trivial si et seulement si Ok est principal, condition
équivalente ici 4 la factorialité.

Deux idéaux ont donc méme classe lorsque I'un est obtenu en
multipliant lautre par un élément non nul du corps. Il reste a
savoir combien de classes cette identification laisse subsister.
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BORNE DE MINKOWSKI, ApmisE : Toute classe contient un idéal znzé-
gral non nul a dont la norme, 'indice [Ok : a], satisfait

I (472
N(Cl) S MK, MK = % (*) 1/ |d1<|

™

Ladjectif intégral signifie a C Ok. Il rend la borne effective : il
n’y a qu’un nombre fini de sous-groupes d’indice borné dans le
groupe libre Ox ~ Z”. Pour un indice m, chacun contient mZ"
et provient d’un sous-groupe du groupe fini (Z/mZ)". Le groupe
de classes est donc fini; son ordre hx est le nombre de classes.

w F{aw |

ag,...,a C Ok

N(a;) < Mg

Toutes les classes ont un représentant dans cet ensemble fini.

Le quotient par les idéanx principaux conserve les classes ; Minkowski permet de les

représenter par un nombre fini d’idéaux intégraux de norme bornée.

carcur pe prux crasses : Pour K = Q(+/-5), la signature est (0, 1)
et dxg = -20, dou

2

Mg = —V20 ~ 2,85 < 3.

T
Toute classe possede un représentant de norme 1 ou 2. Le seul idéal
de norme 1 est Og. Un idéal de norme 2 a quotient Fa ; I'image
de v/=5 doit étre une racine de X2 + 5 = (X + 1)? modulo 2. Il
n’y a qu’un choix : cet idéal est po.
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Si p2 = (2 + 6v/=-5), alors 4% + 56° = 2, impossible pour des
entiers 4,b. Sa classe n'est donc pas triviale. Légalité p3 = (2)
montre que son carré lest. Ainsi

bk =2, CI(K) ~Z/2Z.

Le quotient classe les idéaux comme on classe des écritures modulo
un changement autorisé. Cette identification ne supprime pas les
idéaux eux-mémes : elle oublie seulement leur facteur principal. La
borne a permis ici de parcourir toutes les classes, pas seulement
d’en exhiber deux.
Pour Q(7), la méme borne vaut 4/7 < 2, donc seul I'idéal unité
est nécessaire et by = 1. Le contraste avec Q(v/=5) est désormais
calculé. D’invariant a aussi une expression analytique, que nous
citons comme apergu :
2r1 (27T)r2 bKRK

ResCx(s) = —————.

=1 wicy/|dk]|
Ici wx compte les racines de 'unité, et Ry est le régulateur introduit
ensuite. Cette formule, admise, fait intervenir ensemble les classes et
les unités. Les premicéres distinguent les idéaux sans générateur; les
secondes décrivent combien de générateurs un méme idéal principal
peut posséder.

0. UNITES DE DIRICHLET.

LbouaTion x° - 2)/2 = 1 possede une infinité de solutions entiéres,
mais Punité 1+ v/2 a norme —1. Son carré, 3+ 2v/2, 2 norme —+1.
Ce changement de signe distingue le groupe de toutes les unités et
le sous-groupe qui résout Iéquation de Pell. Pour comprendre leur
infinitude, il faut regarder les valeurs absolues dans les diftérents
plongements.
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DpEFINITION 6.1 : Les unités de O sont ses éléments inver-
sibles :

Og ={a € Ok : Ngg(a) = £1}.

L%équivalence se vérifie sur la multiplication par « : sa matrice
entiere est inversible sur Z exactement lorsque son déterminant
vaut £1. Dhypothe¢se o € O est nécessaire; la seule valeur de la
norme d’un élément du corps ne suffit pas A en faire un entier.
THEOREME 6.2 DE DIRICHLET, ADMIS : Pour un corps de signature
(V 1, 7" 2)a

O;é ~ pug X Zr1+r2—1’

ol uk est le groupe fini cyclique des racines de I'unité de K.

La partie libre peut donc étre infinie, mais elle possede un nombre
fini de générateurs. Le logarithme explique le rang annoncé. Choi-
sissons les plongements réels o; et un plongement 7; par paire
complexe conjuguée. Posons

A() = ((log|oi(x)])i (21og |7(x)]);)-
La norme absolue est le produit des valeurs réelles et des carrés

des valeurs complexes. Pour une unité, elle vaut 1; en prenant le
logarithme,

r1+rg

> Ailw) =0.
k=1

L’image est contenue dans ’hyperplan H de somme nulle. Le noyau
est g, par le théoréme de Kronecker, admis. Que I'image soit
discrete et de rang plein dans H est Iétape de géométrie des nombres
que nous admettons également. L’inclusion dans un hyperplan, a
elle seule, ne prouverait pas le rang.
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DEFINITION 6.3 : Posons m = r1 + ro et » = m — 1. Pour des
unités fondamentales €1, . . ., &,, le régulateur est

R = |det(Xi(g)))

>

apres suppression d’une des m lignes. La somme des lignes
étant nulle, les déterminants obtenus ont méme valeur absolue.
Un changement de base du réseau multiplie ce déterminant
par £1. En rang zéro, on pose Rx = 1.

Avec le produit scalaire usuel sur R, le covolume dans /A vaut
V/mRg. En effet, la paramétrisation par les m — 1 premiéres co-
ordonnées a une matrice de Gram 7 + 11%, de déterminant .
Le régulateur est donc un volume normalisé, pas directement ce
volume euclidien.

A(e2)
Ae1)

Dessin schématique de rang 2 : les vecteurs engendrent le résean dans H C R3. Luire

euclidienne de la maille vaut \/gRK.

1ES DEUX s1GNES DE PELL ¢ On utilise comme acquis quee = 1+ \/§
est fondamentale pour Q(v/2). Ses unités sont +ek k€ Z, de
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norme (-1). Celles de norme +1 sont exactement (3 + 2v/2)°,
(€ Z.SiL=log(l+ +2), alors

Ae) = (L,-L), Rx = L~ 0,88.

Le vecteur a longueur V2L, conformément 3 la normalisation.
Pour Q(7), la signature (0,1) donne au contraire rang zéro : les
seules unités sont 1,7, -1, -7 et Rxg = 1.

Lapplication logarithmique traduit une multiplication en addition,
mais sa traduction perd les racines de I'unité. Les conserver sépa-
rément restitue le groupe entier. Dans la formule analytique du
nombre de classes, c’est le produit hx Rx qui accompagne cette
torsion : classes et unités décrivent deux aspects d’une méme arith-
métique. Les plongements archimédiens les ont rendus visibles ; les
valuations associées aux nombres premiers offriront le prochain
point de vue.

LECTURES COMPLEMENTAIRES

* Dedekind, R., Uber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen,
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tation concise du socle arithmeétique.
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ren 322. Idéaux, places et réciprocité.
* Cassels, JW.S. & Froblich, A. (¢ls., 1967), Algebraic Number Theory,

Academic Press. Exposés de référence, jusqus la théorie du corps de dlasses.

* Milne, J.S. (2020), Algebraic Number Theory, version 3.08, cha-
pitres 2—5 : entiers, idéaux, classes et unités; théoreme 4.3 pour la borne
de Minkowski.
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QUESTIONS DE RECHERCHE

(1) Au-dela de Brumer—Stark. Le lien entre classes d’idéansx, valeurs de
fonctions L et unités possede désormais un théoréme intégral : Dasgupta—
Kakde-Silliman—Wang donnent une prenve de Brumer-Stark sur 7.
dans leur travail déposé en 2023. Le probléme de recherche porte donc sur les
extensions de ce cadre et les constructions explicites qu'elles permettraient,
non sur une preuve supplémentaire du méme énonce.

(2) Stark et le rang supérieur. Comment exprimer les coefficients dominants
des fonctions L au moyen d’unités ? Les formulations de rang supérieur
font intervenir des déterminants logarithmiques et des puissances exte-
rieures de groupes d'unités. Le texte de Rubin (1996) précise une version
intégrale dans le cadre abélien. Il fant distinguer ses hypothéses et les cas
démontrés : le théoréme de Brumer-Stark ne doit pas étre confondu avec
une résolution indifférenciée de toutes les conjectures de Stark.

(3) 12° probleme de Hilbert. Construire les extensions abéliennes par des
valeurs spéciales de fonctions : les corps cyclotomiques sur Q et la multi-
Pplication complexe sur les corps quadratiques imaginaires sont les modéles
classiques. Pour les corps totalement réels, Dasgupta—Kakde, Brumer—
Stark Units and Explicit Class Field Theory, introduction, §1.4, proposent
une construction p-adique. Ils distinguent explicitement ce résultar du
cadre analytique complexe envisagé par Hilbert. La nature des fonctions
autorisées fait donc partie du probléme, et doit accompagner toute annonce
de résolution.


https://arxiv.org/abs/2310.16399
https://aif.centre-mersenne.org/articles/10.5802/aif.1505/
https://sites.math.duke.edu/~dasgupta/papers/Integral-Gross-Stark.pdf
https://sites.math.duke.edu/~dasgupta/papers/Integral-Gross-Stark.pdf
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